
1.65(
3
3

)
+
(

4
3

)
+
(

5
3

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
=
(

8
4

)
W dowodzie korzystamy z wzoru

(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
P =

(
8
4

)
=
(

7
4

)
+
(

7
3

)
=
(

6
4

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
=
(

5
4

)
+
(

5
3

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
=
(

4
4

)
+
(

4
3

)
+
(

5
3

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
Teraz korzystamy z tego, »e

(
4
4

)
=
(

3
3

)
i otrzymujemy:(

3
3

)
+
(

4
3

)
+
(

5
3

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
= L

c.n.d.

1.66

(2a+ b2)8

Do powy»szego wzoru podstawiamy:

p = 2a, q = b2 (1)

(p+ q)8 =
∑8

k=0

(
8
k

)
p8−kqk

Zatem siódmy wyraz powy»szego wzoru jest dla k = 6 i a posta¢:(
8
6

)
p8−6q6 =

(
8
6

)
p2q6 = 8!

6!(8−6)!
p2q6 = 8!

6!2!
p2q6 = 6!·7·8

6!2!
p2q6 = 7·8

2
p2q6 = 7 · 4p2q6 = 28p2q6

Korzystamy teraz z wzorów podstawie« (1):

28p2q6 = 28 · (2a)2 · (b2)6 = 28 · 4a2b12 = 112a2b12

Odp. Siódmy wyraz rozwini¦cia (2a+ b2)8 jest równy 112a2b12

1.67

∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n (1)

Sprawd¹my wzór dla n=1:

L =
∑1

k=0

(
1
k

)
=
(

1
0

)
+
(

1
1

)
= 1 + 1 = 2 = 21 = P

Sprawd¹my wzór dla n=2:

L =
∑2

k=0

(
2
k

)
=
(

2
0

)
+
(

2
1

)
+
(

2
2

)
= 1 + 2 + 1 = 4 = 22 = P

Zakªadamy teraz, »e prawdziwe jest zaªo»enie indukcyjne dla m ≥ 1 i m∈N:∑m
k=0

(
m
k

)
= 2m (2)

1



a twierdzimy, »e speªniona jest teza indukcyjna:∑m+1
k=0

(
m+1
k

)
= 2m+1 (3)

Lewe strony wzorów (2) i (3) ró»ni¡ si¦ o:∑m+1
k=0

(
m+1
k

)
−
∑m

k=0

(
m
k

)
=
(
m+1

0

)
+
(
m+1

1

)
+ . . .+

(
m+1
m

)
+
(
m+1
m+1

)
− [
(
m
0

)
+
(
m
1

)
+ . . .+

(
m
m

)
]

korzystamy teraz z wzorów
(
m
k

)
+
(
m
k−1

)
=
(
m+1
k

)
,
(
m
0

)
=
(
m+1

0

)
oraz

(
m
m

)
=
(
m+1
m+1

)
i dostajemy(

m
0

)
+[
(
m
1

)
+
(
m
0

)
]+ . . .+[

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
]+
(
m
m

)
−
(
m
0

)
−
(
m
1

)
− . . .−

(
m
m

)
=
(
m
0

)
+
(
m
1

)
+ . . .+

(
m
m−1

)
+
(
m
m

)
=

∑m
k=0

(
m
k

)
= 2m

Prawe strony wzorów (2) i (3) ró»ni¡ si¦ o:

2m+1 − 2m = 2 · 2m − 2m = 2m · (2− 1) = 2m

Czyli prawe strony ró»ni¡ si¦ o tyle samo. Zatem udowodnili±my, »e z zaªo»enia indukcyjnego

wynika teza indukcyjna. Czyli wzór (1) jest prawdziwy dla ka»dego n ≥ 1 i n∈N.

1.68

∑n
k=0(−1)k

(
n
k

)
= 0 (1)

Sprawd¹my wzór dla n=1:∑1
k=0(−1)k

(
1
k

)
= (−1)0

(
1
0

)
+ (−1)1

(
1
1

)
=
(

1
0

)
−
(

1
1

)
= 1− 1 = 0

Sprawd¹my wzór dla n=2:∑2
k=0(−1)k

(
2
k

)
= (−1)0

(
2
0

)
+ (−1)1

(
2
1

)
+ (−1)2

(
2
2

)
=
(

2
0

)
−
(

2
1

)
+
(

2
2

)
= 1− 2 + 1 = 0

Zakªadamy teraz, »e prawdziwe jest zaªo»enie indukcyjne dla m ≥ 1 i m∈N:∑m
k=0(−1)k

(
m
k

)
= 0 (2)

a twierdzimy, »e prawdziwa jest teza indukcyjna:∑m+1
k=0 (−1)k

(
m+1
k

)
= 0 (3)

Prawe strony równa« (2) i (3) ró»ni¡ si¦ o 0. Sprawd¹my o ile ró»ni¡ si¦ ich lewe strony:

∑m+1
k=0 (−1)k

(
m+1
k

)
−
∑m

k=0(−1)k
(
m
k

)
= (−1)0

(
m+1

0

)
+(−1)1

(
m+1

1

)
+. . .+(−1)m

(
m+1
m

)
+(−1)m+1

(
m+1
m+1

)
−

−[(−1)0
(
m
0

)
+ (−1)1

(
m
1

)
+ . . .+ (−1)m

(
m
m

)
] = korzystamy z wzoru

(
m+1
k

)
=
(
m
k

)
+
(
m
k−1

)

2



= (−1)0
(
m+1

0

)
+ (−1)1[

(
m
1

)
+
(
m
0

)
] + . . .+ (−1)m[

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
] + (−1)m+1

(
m+1
m+1

)
−

−(−1)0
(
m
0

)
− (−1)1

(
m
1

)
− . . .− (−1)m

(
m
m

)
(4)

Dla m parzystego równo±¢ (4) przybiera posta¢:

(4) =
(
m+1

0

)
− [
(
m
1

)
+
(
m
0

)
] + . . .+ [

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
]−
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
− . . .−

(
m
m

)
=

=
(
m+1

0

)
− [
(
m
1

)
+
(
m
0

)
] + [

(
m
2

)
+
(
m
1

)
]− . . .+ [

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
]−
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
. . .−

(
m
m

)
=

pierwsze czªony wyra»e« w nawiasach kwadratowych zostan¡ wyzerowane przez wyra»enia oznaczone

kolorem czerwonym:

=
(
m+1

0

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
+ . . .+

(
m
m−1

)
−
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
=

korzystamy z wzorów
(
m+1

0

)
=
(
m
0

)
i
(
m+1
m+1

)
=
(
m
m

)
:

=
(
m
0

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
+ . . .+

(
m
m−1

)
−
(
m
m

)
−
(
m
0

)
= −[

(
m
0

)
−
(
m
1

)
+
(
m
2

)
− . . .−

(
m
m−1

)
+
(
m
m

)
] =

−
∑m

k=0(−1)k
(
m
k

)
= korzystamy z wzoru (2) = −0 = 0

czyli lewe strony równa« (2) i (3) równie» ró»ni¡ si¦ o 0.

Dla m nieparzystego równo±¢ (4) przybiera posta¢:

(4) =
(
m+1

0

)
− [
(
m
1

)
+
(
m
0

)
] + . . .− [

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
] +
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
− . . .+

(
m
m

)
=

=
(
m+1

0

)
− [
(
m
1

)
+
(
m
0

)
] + [

(
m
2

)
+
(
m
1

)
]− . . .− [

(
m
m

)
+
(
m
m−1

)
] +
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
. . .+

(
m
m

)
=

pierwsze czªony wyra»e« w nawiasach kwadratowych zostan¡ wyzerowane przez wyra»enia oznaczone

kolorem czerwonym:

=
(
m+1

0

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
+ . . .−

(
m
m−1

)
+
(
m+1
m+1

)
−
(
m
0

)
=

korzystamy z wzorów
(
m+1

0

)
=
(
m
0

)
i
(
m+1
m+1

)
=
(
m
m

)
:

=
(
m
0

)
−
(
m
0

)
+
(
m
1

)
−
(
m
2

)
+ . . .−

(
m
m−1

)
+
(
m
m

)
−
(
m
0

)
= −[

(
m
0

)
−
(
m
1

)
+
(
m
2

)
− . . .+

(
m
m−1

)
−
(
m
m

)
] =

−
∑m

k=0(−1)k
(
m
k

)
= korzystamy z wzoru (2) = −0 = 0

czyli lewe strony równa« (2) i (3) równie» ró»ni¡ si¦ o 0.

Zatem udowodnili±my, »e z zaªo»enia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzór (1) jest

3



prawdziwy dla ka»degon ≥ 1 i n∈N.

1.69

∑p
k=0

(
n
k

)(
n−k
p−k

)
akbp−k =

(
n
p

)
(a+ b)p n ≥ p ≥ 0 (1)(

n
p

)
(a+ b)p =

(
n
p

)
(b+ a)p =

(
n
p

)
(b+ a)p =

(
n
p

)
[
∑p

k=0

(
p
k

)
bp−kak] =

∑p
k=0

(
n
p

)(
p
k

)
akbp−k (2)

Zatem, »eby dowie±¢ wzoru (1) wystarczy dowie±¢, »e:(
n
k

)(
n−k
p−k

)
=
(
n
p

)(
p
k

)
(
n
k

)(
n−k
p−k

)
= n!

k!(n−k)!
· (n−k)!

(p−k)![(n−k)−(p−k)]!
= n!

k!(p−k)!(n−k−p+k)!
= n!

k!(p−k)!(n−p)! = n!p!
p!(n−p)!k!(p−k)!

=

= n!
p!(n−p)! ·

p!
k!(p−k)!

=
(
n
p

)(
p
k

)
co nale»aªo udowodni¢.

1.70

∑p
k=0

(
n
k

)(
n−k
p−k

)
= 2p

(
n
p

)
n ≥ p ≥ 0 (1)

W zadaniu 1.69 wykazali±my, »e:(
n
k

)(
n−k
p−k

)
=
(
n
p

)(
p
k

)
Zatem:

∑p
k=0

(
n
k

)(
n−k
p−k

)
=
∑p

k=0

(
n
p

)(
p
k

)
=
(
n
p

)
[
∑p

k=0

(
p
k

)
] (2)

W zadaniu 1.67 udowodnili±my, »e:

∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n (3)

zatem(
n
p

)
[
∑p

k=0

(
p
k

)
] =

(
n
p

)
· 2p = 2p

(
n
p

)
co nale»aªo udowodni¢.

4



1.71

∑p
k=0(−1)k

(
n
k

)(
n−k
p−k

)
= 0 n ≥ p ≥ 0 (1)

W zadaniu 1.69 wykazali±my, »e:(
n
k

)(
n−k
p−k

)
=
(
n
p

)(
p
k

)
Zatem mamy:

∑p
k=0(−1)k

(
n
k

)(
n−k
p−k

)
=
∑p

k=0(−1)k
(
n
p

)(
p
k

)
=
(
n
p

)
· [
∑p

k=0(−1)k
(
p
k

)
] (2)

W zadaniu 1.68 wykazali±my prawdziwo±¢ wzoru:

∑n
k=0(−1)k

(
n
k

)
= 0 (3)

Zatem z (2) i (3) wynika:(
n
p

)
· [
∑p

k=0(−1)k
(
p
k

)
] =

(
n
p

)
· 0 = 0

co nale»aªo udowodni¢.

1.72

(a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
· an−kbk∑n

k=0(n− k) = 120, n = ?

Mamy:∑n
k=0(n− k) = n+ (n− 1) + (n− 2) + (n− 3) + . . .+ [n− (n− 2)] + [n− (n− 1)] + (n− n) =

= n+ (n− 1) + (n− 2) + (n− 3) + . . .+ 2 + 1 = 1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 1) + n = 120

W zadaniu 1.59 udowodnili±my wzór:

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 1) + n = n(n+1)
2

Zatem mamy:

n(n+1)
2

= 120

n(n+ 1) = 240

n2 + n− 240 = 0

∆ = 12 − 4 · 1 · (−240) = 1 + 4 · 240 = 1 + 960 = 961

5



√
∆ = 31

n1 = −b−
√

∆
2a

n2 = −b+
√

∆
2a

n1 = −1−31
2·1 n2 = −1+31

2·1

n1 = −32
2

n2 = 30
2

n1 = −16 n2 = 15

Poniewa» szukamy pierwiastka n∈N, wi¦c rozwi¡zaniem jest n = 15.

1.73

(a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
· an−kbk∑n

k=0 k = 45, n = ?

Mamy:∑n
k=0 k = 0 + 1 + 2 + . . .+ 45

W zadaniu 1.59 udowodnili±my wzór:

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 1) + n = n(n+1)
2

Zatem mamy:

n(n+1)
2

= 45

n(n+ 1) = 90

n2 + n− 90 = 0

∆ = 12 − 4 · 1 · (−90) = 1 + 4 · 90 = 1 + 360 = 361
√

∆ = 19

n1 = −b−
√

∆
2a

n2 = −b+
√

∆
2a

n1 = −1−19
2·1 n2 = −1+19

2·1

n1 = −20
2

n2 = 18
2

n1 = −10 n2 = 9

Poniewa» szukamy pierwiastka n∈N, wi¦c rozwi¡zaniem jest n = 9.

6



1.74

Z ka»dego punktu mo»emy poprowadzi¢ proste do n− 1 pozostaªych punktów. Poniewa»

punktów jest n, wi¦c mamy n · (n− 1) tak poprowadzonych prostych. Ale ka»da prosta jest

liczona podwójnie bo np. dla punktów A i B liczone s¡ proste AB i BA. Zatem ostatecznie

ró»nych prostych jest:

n(n−1)
2

=
(
n
2

)

1.75

(
√

1 + x−
√

1− x)n, wspóªczynnik przy trzecim wyrazie = 28.

Powy»sze wyra»enie jest okre±lone dla:

1 + x ≥ 0 ∧ 1− x ≥ 0

x ≥ −1 ∧ x ≤ 1

Przyjmijmy:

a =
√

1 + x, b = −
√

1− x (1)

Mamy:

(a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
· an−kbk = an +

(
n
1

)
· an−1b+

(
n
2

)
· an−2b2 + . . .+

(
n
n−1

)
· abn−1 +

(
n
n

)
· bn

Z warunków zadania mamy:(
n
2

)
= 28

n!
2!(n−2)!

= 28

n(n−1)
2

= 28 / · 2

n(n− 1) = 56

n2 − n− 56 = 0

∆ = (−1)2 − 4 · 1 · (−56) = 1 + 4 · 56 = 1 + 224 = 225
√
∆ = 15

n1 = −b−
√
∆

2a
n2 = −b+

√
∆

2a

n1 = 1−15
2

n2 = 1+15
2

n1= -7 n2= 8

7



Poniewa» szukamy n∈N, wi¦c szukanym n jest n = 8.

A wi¦c ±rodkowy wyraz rozwini¦cia dwumianu danego w zadaniu jest dla k = 0+8
2

= 4, czyli:

T5 =
(

8
4

)
· a4b4 = 8!

4!4!
a4b4 = 5·6·7·8

1·2·3·4a
4b4 = 5·6·7·8

6·4 a4b4 = 5 · 7 · 2a4b4 = 70a4b4

I podstawiaj¡c (1) otrzymujemy:

T5 = 70(
√

1 + x)4(−
√

1− x)4 = 70(1 + x)2(1− x)2 = 70[(1 + x)(1− x)]2 = 70(1− x2)2 =

= 70(1− 2x+ x4) = 70x4 − 140x+ 70

1.76

( 3
√
a−
√
a−1)15 =

∑15
k=0

(
15
k

)
· ( 3
√
a)15−k · (

√
a−1)k =

∑15
k=0

(
15
k

)
· (a 1

3 )15−k · (a− 1
2 )k =∑15

k=0

(
15
k

)
· a 15−k

3 · a− k
2 =

∑15
k=0

(
15
k

)
· a 15−k

3
− k

2

Wyraz powy»szego rozwini¦cia nie b¦dzie zawieraª a wtedy i tylko wtedy, gdy:

15−k
3
− k

2
= 0 / · 6

2 · (15− k)− 3k = 0

30− 2k − 3k = 0

2k + 3k = 30

5k = 30 / : 5

k = 6

Czyli szukanym wyrazem jest:

T7 =
(

15
6

)
· a 15−6

3
− 6

2 =
(

15
6

)
· a 9

3
−3 =

(
15
6

)
· a3−3 =

(
15
6

)
· a0 =

(
15
6

)
= 15!

6!·(15−6)!
= 15!

6!9!
= 10·11·12·13·14·15

6!
=

10·11·12·13·14·15
1·2·3·4·5·6 = 10

2
· 11 · 12

6
· 13 · 14 · 15

5
· 1

12
= 5 · 11 · 2 · 13 · 14 · 3 · 1

12
= 55 · 13 · 14 · 6

12
= 55 · 13 · 7 = 5005

1.77

(x+ y)n, n=?

(x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
· xn−kyk

T2 =
(
n
1

)
· xn−1y1

T3 =
(
n
2

)
· xn−2y2

T4 =
(
n
3

)
· xn−3y3,

8



»eby istniaªy wszystkie powy»sze wyrazy musi by¢ n ≥ 3 (1)

Wspóªczynniki wyrazów T2, T3 i T4 tworz¡ post¦p arytmetyczny, wtedy i tylko wtedy, gdy:(
n
2

)
−
(
n
1

)
=
(
n
3

)
−
(
n
2

)
n!

2!(n−2)!
− n!

1!(n−1)!
= n!

3!(n−3)!
− n!

2!(n−2)!

1
2
· (n− 1)n− n = 1

6
· (n− 2)(n− 1)n- 1

2
· (n− 1)n / · 6

n

3(n− 1)− 6 = (n− 2)(n− 1)− 3(n− 1)

3n− 3− 6 = n2 − n− 2n+ 2− 3n+ 3

3n− 9 = n2 − 6n+ 5

n2 − 9n+ 14 = 0

∆ = (−9)2 − 4 · 1 · 14 = 81− 56 = 25

n1 = −(−9)−
√

25
2·1 n2 = −(−9)+

√
25

2·1

n1 = 9−5
2

n2 = 9+5
2

n1 = 2 n2 = 7

Uwzgl¦dniaj¡c warunek (1) otrzymujemy jedyne rozwi¡zanie n=7. Zatem wspóªczynniki wyrazów

drugiego, trzeciego i czwartego tworz¡ post¦p arytmetyczny dla n=7.

1.78

( 3
√

3 +
√

2)5 =
∑5

k=0

(
5
k

)
· ( 3
√

3)5−k · (
√

2)k (1)

Zatem ( 3
√

3)5−k nie zawiera niewymierno±ci dla:

5− k = 0 lub 5− k = 3

czyli dla:

k = 5 lub k = 2

Natomiast (
√

2)k nie zawiera niewymierno±ci dla:

k = 0 lub k = 2 lub k = 4

Wi¦c jedynym wyrazem rozwini¦cia (1) który nie zawiera niewymierno±ci jest wyraz trzeci (dla k=2).
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T3 =
(

5
2

)
· ( 3
√

3)3 · (
√

2)2 =
(

5
2

)
· 3 · 2 = 5!

2!·(5−2)!
· 6 = 5!

2·3!
· 6 = 4·5

2
· 6 = 20 · 3 = 60

1.79

( a√
x

+
√
x
a
)n, T5 =?

a2
a1

= 11
2

(n
2)

(n
1)

= 11
2

n!
2!·(n−2)!

n!
1!·(N−1)!

= 11
2

1
2
·(n−1)·n
n

= 11
2

/·2

n− 1 = 11

n = 12

Zatem:

T5 =
(

12
4

)
· ( a√

x
)8 · (

√
x
a

)4 =
(

12
4

)
· a8
x4
· x2
a4

=
(

12
4

)
· a4
x2

= 12!
4!·8!
· a8
x2

= 9·10·11·12
2·3·4 · a8x−2 = 3 · 5 · 11 · 3 · a4x−2 =

= 15 · 33 · a4x−2 = 495a4x−2

1.80

(
√
a

b−a + 3

√
b2−a2
a

)n, T4 =?

a2 = 21

a2 =
(
n
2

)
= 21

n!
2!·(n−2)!

= 21

(n−1)·n
2

= 21 / · 2

n2 − n = 42

n2 − n− 42 = 0

∆ = (−1)2 − 4 · 1 · (−42) = 1 + 168 = 169
√
∆ = 13

n1 = −b−
√
∆

2a
n2 = −b+

√
∆

2a
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n1 = 1−13
2

n2 = 1+13
2

n1 = −6 n2 = 7

Poniewa» szukamy n ∈ N , wi¦c szukanym n jest n = 7.

A zatem:

T4 =
(

7
3

)
· (
√
a

b−a)4 · ( 3

√
b2−a2
a

)3 =
(

7
3

)
· a2

(b−a)4
· b2−a2

a
=
(

7
3

)
· a

(b−a)4
· (b− a)(b+ a) =

(
7
3

)
· a(b+a)

(b−a)3
=

= 7!
3!4!
· a(b+a)

(b−a)3
= 5·6·7

2·3 ·
a(b+a)
(b−a)3

= 35 · a(b+a)
(b−a)3

1.81

1, 000536 =?

1, 000536 = (1 + 0, 0005)36 =
∑36

k=0

(
36
k

)
· 136−k · 0, 0005k =

∑36
k=0

(
36
k

)
· 0, 0005k =

(
36
0

)
· 0, 00050+

+
(

36
1

)
·0, 00051+

(
36
2

)
·0, 00052+

(
36
3

)
·0, 00053+

(
36
4

)
·0, 00054+. . .+

(
36
35

)
·0, 000535+

(
36
36

)
·0, 000536 = (1)(

36
0

)
= 1 0, 00050 = 1(

36
1

)
= 36 0, 00051 = 0, 0005(

36
2

)
= 36·35

2
= 18 · 35 = 630 0, 00052 = 0, 00000025(

36
3

)
= 36·35·34

1·2·3 = 7140 0, 00053 = 0, 000000000125

Czyli:

T1 = 1 · 1 = 1

T2 = 36 · 0, 0005 = 0, 018

T3 = 630 · 0, 00000025 = 0, 0001575

T4 = 7140 · 0, 000000000125 = 0, 0000008925

Widzimy, »e od T3 kolejne wyrazy s¡ pomijalnie maªe, zatem zsumujmy pierwsze dwa

wyrazy rozwini¦cia: T1 + T2 = 1, 018 z dokªadno±ci¡ 0,001.
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