
3.46.∑∞
n=2

1
logn

(1)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Poniewa» dla n ∈ N ∧ n > 1 zachodzi nierówno±¢

logn < n

wi¦c∑∞
n=2

1
logn

>
∑∞

n=2
1
n

Poniewa» po prawej stronie mamy szereg harmoniczny (rz¦du 1), który jest rozbie»ny, wi¦c

na mocy kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.47.∑∞
n=2

(−1)n
n·logn

Jest to szereg przemienny, którego wyraz ogólny d¡»y do 0. Zbadajmy czy zachodzi nierówno±¢:

|un+1| < |un|

Mamy:

|un| − |un+1| = 1
n·logn −

1
(n+1)log(n+1)

= (n+1)log(n+1)−n·logn
n(n+1)logn·log(n+1)

(1)

Mianownik powy»szego uªamka jest wi¦kszy od 0. Zbadajmy jego licznik:

(n+ 1)log(n+ 1)−n · logn = n · log(n+ 1)−n · logn+ log(n+ 1) = n[log(n+ 1)− logn] + log(n+ 1)

Ale dla n > 2 ∧ n ∈ N mamy:

log(n+ 1)− n · logn > 0 ∧ log(n+ 1) > 0

⇓

Uªamek (1) jest wi¦kszy od 0.

A tym samym oba warunki kryterium Leibniza s¡ speªnione, wi¦c szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.48.∑∞
n=1(−1)n lnn

n

Jest to szereg przemienny.

Zbadajmy szereg zªo»ony z warto±ci bezwzgl¦dnych powy»szego szeregu:∑∞
n=1 |(−1)n lnn

n
| =

∑∞
n=1

lnn
n

(1)

1



Poniewa»:∑∞
n=1

lnn
n

= ln1
1

+ ln2
2

+
∑∞

n=3
lnn
n
> 0 + ln2

2
+
∑∞

n=3
1
n

= ln2
2

+
∑∞

n=2
1
n

Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny, który jest rozbie»ny. Zatem na mocy kryterium

porównawczego szereg warto±ci bezwzgl¦dnych jest rozbie»ny a tym samym szereg dany w zadaniu

nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

Obliczmy teraz granic¦:

limn→∞
lnn
n

= limn→∞( 1
n
· lnn) = limn→∞lnn

1
n = limn→∞ln n

√
n = (z ciąg lości funkcji ln) =

= ln[limn→∞
n
√
n] = ln1 = 0

Czyli wyraz ogólny szeregu (1) d¡»y do 0.

Sprawd¹my nast¦pnie ró»nic¦:

|un| − |un+1| = lnn
n
− ln(n+1)

n+1
= (n+1)lnn−n·ln(n+1)

n(n+1)
(2)

Mianownik powy»szego uªamka jest wi¦kszy od 0. Zbadajmy jego licznik:

(n+ 1)lnn− n · ln(n+ 1) = ln(nn+1)− ln[(n+ 1)n] >? 0

m

nn+1 − (n+ 1)n >? 0

m

nn+1 >? (n+ 1)n (3)

Nierówno±¢ (3) udowodnimy przy pomocy indukcji matematycznej. Sprawd¹my j¡ dla n∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Dla n=1:

11+1 >? (1 + 1)1

1 >? 2

W tym przypadku jest ona nieprawdziwa.

Dla n=2:

22+1 >? (2 + 1)2

8 >? 9

W tym przypadku jest ona nieprawdziwa.

Dla n=3:

33+1 >? (3 + 1)3

34 >? 43
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81 >? 64

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Dla n=4:

44+1 >? (4 + 1)4

45 >? 54

1024 >? 625

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Dla n=5:

55+1 >? (5 + 1)5

56 >? 65

15625 >? 7776

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Zakªadamy wi¦c, »e dla pewnego k > 3 ∧ k ∈ N nierówno±¢ kk+1 > (k + 1)k (4) jest prawdziwa

a twierdzimy, »e jest ona prawdziwa dla k + 1:

(k + 1)(k+1)+1 > ((k + 1) + 1)k+1 ⇔ (k + 1)k+2 > (k + 2)k+1

Pomnó»my obie strony nierówno±ci (4) przez (k+1)k+2

kk+1 :

kk+1 · (k+1)k+2

kk+1 > (k + 1)k · (k+1)k+2

kk+1

(k + 1)k+2 > (k+1)k+(k+2)

kk+1

(k + 1)k+2 > (k+1)2(k+1)

kk+1

Przeksztaª¢my teraz praw¡ stron¦ powy»szej nierówno±ci:

(k+1)2(k+1)

kk+1 = [(k+1)2]k+1

kk+1 = (k
2+2k+1

k
)k+1 > (k

2+2k
k

)k+1 = (k + 2)k+1

Zatem otrzymali±my prawdziwo±¢ tezy indukcyjnej a tym samym prawdziwo±¢ wzoru:

kk+1 > (k + 1)k dla k > 3 ∧ k ∈ N .

Prawdziwy jest wi¦c wzór (3) a uªamek (2) jest wi¦kszy lub równy 0.

Na podstawie za± kryterium Leibniza szereg dany w zadaniu jest zbie»ny (warunkowo - bo nie jest

bezwzgl¦dnie zbie»ny).
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3.49.∑∞
n=1 ln

n2+1
n2 =

∑∞
n=1 ln(1 + 1

n2 )

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, którego wyraz ogólny d¡»y do 0, bo:

limn→∞ln(1 + 1
n
) = (z ciąg lości funkcji ln) ln(limn→∞1 + limn→∞

1
n2 ) = ln(1 + 0) = ln1 = 0

Porównajmy teraz ten szereg z szeregiem
∑∞

n=1
1
nα
. Pytamy si¦ dla jakich warto±ci α > 1 ∧ α ∈ N

zachodzi:

lnn2+1
n2 < 1

nα
(1)

m
n2+1
n2 < e

1
nα /^nα

(1 + 1
n2 )n

α
< (e

1
nα )n

α

(1 + 1
n2 )n

α
< e (2)

Powy»sza nierówno±¢ jest speªniona tylko wtedy gdy α = 2, gdy» wtedy wraz ze wzrostem n lewa

strona d¡»y do e z lewej strony a tym samym zawsze jest od e mniejsza. Tak wi¦c dla α = 2 jest

speªniona nierówno±¢ (1).Poniewa» szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbie»ny (jako szereg harmoniczny rz¦du 2),

wi¦c na mocy kryterium porównawczego zbie»ny jest szereg dany w zadaniu.

3.50.∑∞
n=2

1
n2·ln2n

Jest to szerego o wyrazach nieujemnych, którego wyraz ogólny d¡»y do 0.

Zauwa»my, »e:∑∞
n=2

1
n2·ln2n

= 1
22·ln22

+
∑∞

n=3
1

n2ln2n
< 1

4·ln22
+
∑∞

n=3
1
n2 (bo dla n > 3 ∧ n ∈ N lnn > 1)

A poniewa» szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbie»ny (jako szereg harmoniczny rz¦du 2), wi¦c szereg dany

w zadaniu jest na podstawie kryterium porównawczego zbie»ny.

3.51.∑∞
n=1

n10

10n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Zbadajmy granic¦:

limn→∞
un+1

un
= limn→∞[ (n+1)10

10n+1 ·10
n

n10 ] = limn→∞[ 1
10
·(n+1

n
)10] = 1

10
·limn→∞(n+1

n
)10 = 1

10
·[limn→∞(

1+ 1
n

1
)]10 =

4



= 1
10
· (1+0

1
)10 = 1

10
· 1 = 1

10
< 1

Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kryterium d'Alemberta szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.52.∑∞
n=1

n100·99n
100n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Obliczmy granic¦:

limn→∞ n
√
un = limn→∞

n

√
n100·99n
100n

= limn→∞( 99
100
· n
√
n100) = 99

100
· limn→∞( n

√
n)100 =

= 99
100
· [limn→∞( n

√
n)]100 = 99

100
· 1100 = 99

100
< 1

Zatem na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy'ego szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.53.∑∞
n=2

n

√
1

nn+1 (w tym zadaniu szereg powinien zaczyna¢ si¦ od n=2, bo dla n=1 pierwiastek nie

jest zde�niowany)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.∑∞
n=2

n

√
1

nn+1 =
∑∞

n=2
1

n√
nn+1

=
∑∞

n=2
1

n√nn·n =
∑∞

n=2
1

n· n
√
n

Zauwa»my teraz, »e n
√
n < logn, zatem 1

n√n >
1

logn
i∑∞

n=2
1

n· n
√
n
>

∑∞
n=2

1
n·logn

Ale ostatni szereg jest rozbie»ny co zostaªo pokazane w zadaniu 3.13 a tym samym na mocy

kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.54.∑∞
n=1

(n−1)!(n+3)!·3n
(2n)!

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Zbadajmy granic¦:

limn→∞
un+1

un
= limn→∞[n!(n+4)!·3n+1

(2·(n+1))!
· (2n)!
(n−1)!(n+3)!·3n ] = limn→∞

n·(n+4)·3n·3·2n!
(2n+2)!·3n = limn→∞

3n·(n+4)
(2n+1)(2n+2)

=

= limn→∞
3n2+12n

4n2+4n+2n+2
= limn→∞

3n2+12n
4n2+6n+2

= limn→∞
3+ 12

n

4+ 6
n
+ 2
n2

= 3+0
4+0+0

= 3
4
< 1
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Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kyterium d'Alemberta szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.55.∑∞
n=1(sin

1
n
· cos 1

n
) (1)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, gdy» k¡t w obu funkcjach trygonometrycznych d¡»y do 0

z prawej strony czyli nale»y do pierwszej ¢wiartki. Zauwa»my na podstawie wykresów funkcji

y = cosx oraz y = x, »e dla n > 2 cos 1
n
> 1

n
:

Zatem mamy:∑∞
n=1 sin

1
n
· cos 1

n
= sin1 · cos1 +

∑∞
n=2 sin

1
n
· cos 1

n
> sin1 · cos1 +

∑∞
n=2 sin

1
n
· 1
n

Poniewa» logx < 0 dla x ∈ (0; 1), wi¦c równie» jest 1
logx

< 0 dla x ∈ (0; 1).

Zachodzi te»:

sin 1
n
> | 1

log 1
n

|, bo limn→∞log
1
n

= −∞ i 1
log 1

n

wraz ze wzrostem n szybciej d¡»y do 0 ni» sin 1
n
.

Zatem:

sin1 · cos1 +
∑∞

n=2 sin
1
n
· 1
n
> sin1 · cos1 +

∑∞
n=2 |

1
log 1

n

| · 1
n

= sin1 · cos1 +
∑∞

n=2
1

n·|log1−logn| =

= sin1 · cos1 +
∑∞

n=2
1

n·|0−logn| = sin1 · cos1 +
∑∞

n=2
1

n·logn
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Poniewa» skªadnik sin1 · cos1 nie wpªywa na zbie»no±¢ szeregu oraz szereg
∑∞

n=2
1

n·logn jest

rozbie»ny (na podstawie zadania 3.13), wi¦c na mocy kryterium porównawczego szereg dany

w zadaniu jest rozbie»ny.
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