3.46.
1

Donaogn (1)
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.
Poniewaz dlan € N A n > 1 zachodzi nieréwnosé
logn <n
wiec

00 1 oo 1
Doneo Togn > Dune2
Poniewaz po prawej stronie mamy szereg harmoniczny (rzedu 1), ktory jest rozbiezny, wiec

na mocy kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.47.
o —-1H"
Zn:Z 7(L~log)]n

Jest to szereg przemienny, ktorego wyraz ogolny dazy do 0. Zbadajmy czy zachodzi nier6wnos¢:

[t 1| < [un)
Mamy:
1 1 _ (n+1)log(n+1)—n-l
|un| - |un+1| ~ nlogn ~ (n+Dlog(n+l) Z(n+1.3gloZn-log(:Llflg)n <1>

Mianownik powyzszego utamka jest wiekszy od 0. Zbadajmy jego licznik:
(n+ 1log(n+1) —n-logn =n-log(n+1) —n-logn+log(n+1) = nllog(n+ 1) — logn] + log(n + 1)
Aledlan>2 A n € N mamy:
logln+1) —n-logn >0 A log(n+1) >0
4
Utamek (1) jest wiekszy od 0.

A tym samym oba warunki kryterium Leibniza sg spelnione, wiec szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.48.
PO C Vit

Jest to szereg przemienny.

Zbadajmy szereg ztozony z wartoséci bezwzglednych powyzszego szeregu:

Yoo (=1 =500 e (1)



Poniewaz:

S =t R SR s 0 B S =Y,

Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny, ktory jest rozbiezny. Zatem na mocy kryterium
porownawczego szereg wartosci bezwzglednych jest rozbiezny a tym samym szereg dany w zadaniu
nie jest bezwzglednie zbiezny.

Obliczmy teraz granice:

Inn
limp oo™

= In[lim, 0o /n] =Inl =0

Czyli wyraz ogolny szeregu (1) dazy do 0.

= limyyo0(L - Inn) = Limysoolnne = lim,_oolnY/n = (2 cigglosci funkcjiln) =

Sprawdzmy nastepnie roznice:

l Inn—n-l
] = Jun | = B2 — SEE = SRR (9)

Mianownik powyzszego utamka jest wiekszy od 0. Zbadajmy jego licznik:

(n+ Dinn —n-in(n+1) =In(n"™) —In[(n+1)"] =7 0
)
—(n+1)" =70
)
?

27 (n+1)" (3)
Nierownosé (3) udowodnimy przy pomocy indukcji matematycznej. Sprawdzmy ja dlane {1,2,3,4,5}.
Dla n=1:
1> (14 1)1
1>72

W tym przypadku jest ona nieprawdziwa.

Dla n—2:
221 >7 (24 1)2
8>=79

W tym przypadku jest ona nieprawdziwa.

Dla n=3:
3B 27 (341)°

31 >743



81 =7 64

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Dla n=4:

451 >7 (44 1)
45 >7 5

1024 >7 625

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Dla n=5:

55 =7 (54 1)°
56 >7 6°

15625 =7 7776

W tym przypadku jest ona prawdziwa.

Zaktadamy wigc, ze dla pewnego k >3 Ak € N nierownosé¢ k¥ > (k + 1)% (4) jest prawdziwa
a twierdzimy, ze jest ona prawdziwa dla k + 1:
(k + 1)(k+1)+1 2 ((k’ + 1) + 1)k+1 PEN (]C + 1)k+2 > (k + 2)k+1

> : PO k+1)k+2
Pomno6zmy obie strony nieréwnosci (4) przez (;fk—ll:

A (k1) +2 > (k + 1>k (k2

kk+1 kk+1

(k n 1)k+2 S (k1)k+(+2)

= kk+1

(k + 1)k+2 > (k+1)2(k+1)

Lk+1
Przeksztalémy teraz prawa strone powyzszej nieréwnosci:

2(k4+1) 21k+1 2 2
(k+}12+1 _ [(kﬁﬂ _ (k’ +Zk+1)k+1 > (k: —]&;Qk)k—i-l _ (k + 2)k+1

Zatem otrzymalismy prawdziwos¢ tezy indukcyjnej a tym samym prawdziwos$¢ wzoru:

EFY> (k+1)% dlak>3 A keN.

Prawdziwy jest wiec wzor (3) a ulamek (2) jest wiekszy lub rowny 0.

Na podstawie za$ kryterium Leibniza szereg dany w zadaniu jest zbiezny (warunkowo - bo nie jest

bezwzglednie zbiezny).



3.49.
fo:l lnni;?rl = 2211 In(1+ #)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, ktérego wyraz ogolny dazy do 0, bo:

limp,—ooln(1 + %) = (zciggtosci funkcjiln) In(lim, ool + limy, o0 2) In(1+0)=1In1=0

Porownajmy teraz ten szereg z szeregiem » - Pytamy sie dla jakich wartosciaa >1 A ae€ N

nln(’

zachodzi:

N3l < L (1)

n? n
|}
e o

(14 1) < (ens)™

(1+H5)™ <e (2)

Powyzsza nieré6wnosé jest spelniona tylko wtedy gdy a = 2, gdyz wtedy wraz ze wzrostem n lewa
strona dazy do e z lewej strony a tym samym zawsze jest od e mniejsza. Tak wiec dla o = 2 jest
spetniona nier6wnos¢ (1).Poniewaz szereg Yo | =5 jest zbiezny (jako szereg harmoniczny rzedu 2),

wiec na mocy kryterium poréwnawczego zbiezny jest szereg dany w zadaniu.

3.50.

1
Z:’)LOZQ n2-n3n
Jest to szerego o wyrazach nieujemnych, ktorego wyraz ogdlny dazy do 0.

Zauwazmy, ze:

ZZOZQ n2-l1n2n = 22-l1n22 + 2;1.0:3 nQZiﬂ 4ln22 + Zn 3 l? (bO dla nz3AneN Inn > ]‘)
A poniewaz szereg » # jest zbiezny (jako szereg harmoniczny rzedu 2), wiec szereg dany

w zadaniu jest na podstawie kryterium poréwnawczego zbiezny.

3.51.
10
2 et o
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Zbadajmy granice:

Un+41

(n+1)10 10"]
Un,

= 1My 00| Ton+T 10

)—‘Jr
:\H

I =

LMoo [ 15 () 10] = Ll o ()10 = L[y, o (S22

limy, oo



_ 1 ,(140N10 _ 1 9 _ 1
~ 10 (=) =np l=p <l

Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kryterium d’Alemberta szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.52.
o0 n100.99n
Zn:l 100™
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.
Obliczmy granice:
- 7 nl0.99n _ ;. 99 . /700y — 99 .75 100 _
lzmn—mo \n/ Up = llmn—wo \ 00r hmn—wo(m ’ n 00) — 100 ° llmn—wo( {L/ﬁ) -

= % . [lZmn*)oo({l/ﬁ)]loo — % . 1100 _ % < 1

Zatem na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.53.
Yot # (w tym zadaniu szereg powinien zaczyna¢ sie od n=2, bo dla n=1 pierwiastek nie
jest zdefiniowany)
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.
D onea 1§, # =2 nee (L/n;nﬁ =2 o (L/ﬁ =2 o ﬁﬁ

1 1

Zauwazmy teraz, ze {/n < logn, zatem e > Togn

00 1 00 1
En:Q n- % > Zn:Q n-logn

Ale ostatni szereg jest rozbiezny co zostato pokazane w zadaniu 3.13 a tym samym na mocy

i

kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.54.

oo n—1)!(n+3)!-3"
ZnZI %

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

Zbadajmy granice:

. Untl _ 7: nl(n+4)!-.3n+1 . (2n)! 7 n-(n4+4)-3"-3-2n! __ ;. 3n-(n+4)
Lm0 = limn oo @ (nt 1) (nfl)!(n+3)!-3”] = LMo Gnt2)l3n Lm0 @nt1)(2nt+2)
— i 3’120 _ 3n’+12n  _ 342 340 3 <1
= Moo gz dnyonta — Mmoo dn2iensz — Minoo T 3T 040 T 4

n



Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kyterium d’Alemberta szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.55.

S (sink -cost) (1)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, gdyz kat w obu funkcjach trygonometrycznych dazy do 0
7 prawej strony czyli nalezy do pierwszej ¢wiartki. Zauwazmy na podstawie wykreséow funkcji

_ s 1 1.
y=cosr oraz y =x,ze dlan >2 cos; > -

gh S QR

raNy ——A———r
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Zatem mamy:

o0 1 1 1 1
Yooy sins - cos = sinl - cosl 4 Y 7, sin= - cos— > sinl - cosl 4 07, sin= -

1
Poniewaz logz < 0 dla x € (0;1), wiec rowniez jest @ <0dlaze(0;1).

Zachodzi tez:

sins > |lo;l |, bo limy, oclogs = —o0 i ﬁ wraz ze wzrostem n szybciej dazy do 0 niz sint.
n n

Zatem:

sinl - cosl + % o0, sint -1 > sinl - cosl + >, |log |-+ =sinl-cosl +> ", m =

= sinl - cosl + Zn 2 W = sinl - cosl + Zn 2 nlogn



> L jest

Poniewaz skladnik sinl - cosl nie wplywa na zbieznoS¢ szeregu oraz szereg >~ 7

rozbiezny (na podstawie zadania 3.13), wiec na mocy kryterium poréwnawczego szereg dany

w zadaniu jest rozbiezny.



