
3.65.∑∞
n=1

sin(n
√
n)

n
√
n

W szeregu tym wyst¦puj¡ wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Zbadajmy wi¦c szereg:∑∞
n=1

|sin(n
√
n)|

n
√
n

zªo»ony z warto±ci bezwzgl¦dnych wyrazów szeregu danego w zadaniu.

Poniewa» |sin(n
√
n)| 6 1, wi¦c∑∞

n=1
|sin(n

√
n)|

n
√
n

6
∑∞

n=1
1

n
√
n
=

∑∞
n=1

1

n
3
2

Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rz¦du 3
2
, który jest zbie»ny (bo 3

2
> 1), wi¦c na mocy

kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1
|sin(n

√
n)|

n
√
n

jest zbie»ny. Tym samym szereg dany w zadaniu

jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

3.66.∑∞
n=1 sinna

n

W szeregu tym wyst¦puj¡ wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Zauwa»my, »e:

1). Dla a = 1 szereg przyjmuje posta¢:∑∞
n=1 sinna

n =
∑∞

n=1 sinn = sin1 + sin2 + sin3 + ...

Ale sinn dla n→∞ zmienia si¦ okresowo od −1 do 1 i ci¡g {un}, gdzie un = sinn jest rozbie»ny.

Tym samym szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

2). Dla a = −1 szereg przyjmuje posta¢:∑∞
n=1 sinn(−1)n = sin(−1) + sin2 + sin(−3) + sin4 + sin(−5) + ...

W tym przypadku ci¡g {un} wygl¡da nast¦puj¡co:

un =


sinn dla n = 2k

sin(−n) dla n = 2k − 1

gdzie k ∈ N ∧ k > 0

Ci¡g ten jest tak»e rozbie»ny, bo sinx zmienia sie okresowo od −1 do 1. Zatem szereg dany

w zadaniu jest rozbie»ny.

3). Dla a > 1 szereg przyjmuje posta¢:∑∞
n=1 sinna

n = sina+ sin2a2 + sin3a3 + sin4a4 + sin5a5 + ...

Tutaj tak»e warto±ci, z których obliczamy sinus d¡»¡ do +∞ a w tym przedziale sinx
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zmienia sie okresowo od −1 do 1. Zatem szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

4). Dla a < −1 szereg przyjmuje posta¢:∑∞
n=1 sinna

n = sin(−|a|) + sin(2|a|2) + sin(−3|a|3) + sin(4|a|4) + sin(−5|a|5) + ...

W tym przypadku warto±ci, z których obliczamy sinus d¡»¡ do −∞ dla nieparzystych wyrazów

szeregu oraz do +∞ dla wyrazów parzystych. A poniewa» sinx, dla tych warto±ci zmienia si¦

okresowo od −1 do 1, wi¦c ci¡g un jest rozbie»ny i szereg dany w zadaniu te» jest rozbie»ny.

5). Dla a ∈ (−1; 1) an → 0 jako szereg geometryczny, w którym |q| < 1

Zbadajmy ci¡g vn = nan, gdzie |a| < 1:

limn→∞|vn+1

vn
| = limn→∞| (n+1)an+1

nan
| = limn→∞|n+1

n
· a| = |a| · limn→∞

1+ 1
n

1
= |a| · 1 = |a| (1)

A wi¦c zgodnie z twierdzeniem udowodnionym w zadaniu 2.12

limn→∞vn = limn→∞na
n = 0

i dalej na podstawie ci¡gªo±ci funkcji sinus

limn→∞un = limn→∞sinna
n = sin(limn→∞na

n) = sin0 = 0

Czyli warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony.

Rozwa»my teraz trzy przypadki:

a). a = 0

Wtedy
∑∞

n=1 sin(n · 0n) =
∑∞

n=1 sin0 = 0

Czyli szereg jest zbie»ny.

b). a ∈ (0; 1)

Skorzystajmy z wzoru sinx < x dla x ∈ (0; π
2
)∑∞

n=1 sinna
n <

∑∞
n=1 na

n

Po prawej stronie mamy szereg zbie»ny na podstawie oblicze« (1) i wniosku 3.2.5 do

kryterium d'Alemeberta. Zatem a podstawie kryterium porównawczego szereg dany

w zadaniu jest zbie»ny.

c). a ∈ (−1; 0)

W tym przypadku w szeregu
∑∞

n=1 sinna
n wyst¦puj¡ wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie

na przemian. Dla n parzystych szereg zachowuje si¦ tak jak w punkcie b (bo an jest

dodatnie). Dla n nieparzystych mamy:
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∑∞
k=1 sin[(2k − 1) · a2k−1 = (funkcja sinx jest nieparzysta) =

∑∞
k=1−sin[(2k − 1) · |a|2k−1] =

= −
∑∞

k=1 sin[(2k − 1) · |a|2k−1]

Korzystaj¡c teraz z wzoru sinx < x dla x ∈ (0; π
2
) mamy:

= −
∑∞

k=1 sin[(2k − 1) · |a|2k−1] < −
∑∞

k=1(2k − 1) · |a|2k−1 (2)

Obliczmy granic¦:

limk→∞
wk+1

wk
= limk→∞

[(2k−1)+1]·|a|(2k−1)+1

(2k−1)·|a|2k−1 = limk→∞
2k·|a|2k

(2k−1)·|a|2k−1 = limk→∞
2k·|a|
2k−1 = |a|·limk→∞

2
2− 1

k

=

= |a| · 1 = |a| < 1

Zatem korzystaj¡c z wniosku 3.2.5 do kryterium d'Alemberta szereg po prawej stronie

nierówno±ci (2) jest zbie»ny. A skoro tak, to na podstawie kryterium porównawczego

i twierdzenia 3.1.2 zbie»ny jest te» szereg dany w zadaniu (dla a ∈ (−1; 0)).

Czyli podsumowuj¡c, szereg dany w zadaniu jest zbie»ny dla a ∈ (−1; 1) i rozbie»ny dla |a| > 1.

3.67.∑∞
n=1

sin2 1
n

tg 1√
n

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Poniewa» zachodzi wzór x < tgx dla x ∈ (0; π
2
), wi¦c∑∞

n=1

sin2 1
n

tg 1√
n

<
∑∞

n=1

sin2 1
n

1√
n

=
∑∞

n=1

√
nsin2 1

n

Szereg po prawej stronie jest zbie»ny, co zostaªo pokazane w zadaniu 3.63. Zatem na podstawie

kryterium porównawczego zbie»ny jest te» szereg dany w zadaniu.

3.68.∑∞
n=1

sin(nα)
(ln10)n

Je»eli α = 0, to szereg przyjmuje posta¢:∑∞
n=1

sin(n·0)
(ln10)n

=
∑∞

n=1
0

(ln10)n
=

∑∞
n=1 0 = 0

Czyli szereg jest zbie»ny.

Dla α 6= 0 w szeregu tym wyst¦puj¡ wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Rozwa»my wi¦c

szereg zªo»ony z warto±ci bezwzgl¦dnych podanego szeregu:∑∞
n=1 |

sin(nα)
(ln10)n

| =
∑∞

n=1
|sin(nα)|
(ln10)n

6
∑∞

n=1
1

(ln10)n

Poniewa» 2 < ln10 < 3, wi¦c po prawej stronie mamy szereg geometryczny, w którym q = 1
ln10

< 1.
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Zatem szereg ten jest zbie»ny. Korzystaj¡c natomiast z kryterium porównawczego oraz kryterium

bezwzgl¦dnej zbie»no±ci szeregów wnioskujemy, »e szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.69.∑∞
n=1(−1)n+1tg 1

n
√
n

Jest to szereg przemienny. Zbadajmy szereg warto±ci bezwzgl¦dnych z wyrazów powy»szego szeregu:∑∞
n=1 |(−1)n+1tg 1

n
√
n
| =

∑∞
n=1 tg

1
n
√
n

We¹my pod uwag¦ wzór:

limx→0
tgx
x

= 1

Podstawiaj¡c x = 1
n
√
n
mamy:

limn→∞
tg 1

n
√
n

1
n
√
n

= 1

Korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu, dla dowolnego ε > 0 mo»na znale¹¢ takie N , »e:

|
tg 1

n
√
n

1
n
√

n

− 1| < ε dla n > N

1− ε <
tg 1

n
√

n
1

n
√
n

< 1 + ε dla n > N

Przyjmuj¡c ε = 1
2
dla n > N mamy:

tg 1
n
√
n

1
n
√

n

< 1 + 1
2

/ · 1
n
√
n

tg 1
n
√
n
< 3

2
· 1
n
√
n

tg 1
n
√
n
< 3

2
· 1

n
3
2

Poniewa» szereg
∑∞

n=1(
3
2
· 1

n
3
2
) jest zbie»ny jako iloczyn staªej 3

2
przez szereg harmoniczny rz¦du

3
2
> 1, wi¦c na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg

∑∞
n=1 tg

1
n
√
n
jest

równie» zbie»ny. Korzystaj¡c teraz z kryterium bezwzgl¦dnej zbie»no±ci szeregów wnioskujemy,

»e szereg dany w zadaniu jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

3.70.∑∞
n=1

1√
n(n+1)(n+2)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Poniewa» zachodzi:√
n(n+ 1)(n+ 2) >

√
n · n · n

wi¦c mamy:∑∞
n=1

1√
n(n+1)(n+2)

<
∑∞

n=1
1√
n·n·n =

∑∞
n=1

1

n
3
2
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Widzimy, »e po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rz¦du 3
2
> 1, który jest zbie»ny.

Zatem na mocy kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.71.∑∞
n=1(

3
√
n3 + n− 3

√
n3 − n)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo 3
√
n3 + n > 3

√
n3 − n). Przeksztaª¢my szereg korzystaj¡c

z wzoru:

a− b = a3−b3
a2+ab+b2∑∞

n=1(
3
√
n3 + n− 3

√
n3 − n) =

∑∞
n=1

( 3√n3+n)3−( 3√n3−n)3

( 3√n3+n)2+ 3√n3+n· 3
√
n3−n+( 3√n3−n)2

=

=
∑∞

n=1
n3+n−(n3−n)

( 3√n3+n)2+ 3√n3+n· 3
√
n3−n+( 3√n3−n)2

>
∑∞

n=1
2n

( 3√n3+n)2+ 3√n3+n· 3
√
n3+n+( 3√n3+n)2

=

=
∑∞

n=1
2n

3·( 3√n3+n)2
>

∑∞
n=1

2n

3·( 3√n3+n3)2
=

∑∞
n=1

2n

3·( 3√
2n3)2

=
∑∞

n=1
2n

3·n2· 3
√
22

=
∑∞

n=1
2

3n· 3
√
4

=
∑∞

n=1(
2

3 3√4 ·
1
n
)

Po prawej stronie mamy szereg rozbie»ny (jako iloczyn staªej 2

3 3√4 przez rozbie»ny szereg harmoniczny

rz¦du 1). Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest

rozbie»ny.

3.72.∑∞
n=1(

3
√
n3 + 4− n)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo 3
√
n3 + 4 > n). Przeksztaª¢my szereg korzystaj¡c z wzoru:

a− b = a3−b3
a2+ab+b2∑∞

n=1(
3
√
n3 + 4− n) =

∑∞
n=1

( 3√n3+4)3−n3

( 3√n3+4)2+( 3√n3+4)·n+n2
=

∑∞
n=1

n3+4−n3

( 3√n3+4)2+n 3√n3+4+n2
=

=
∑∞

n=1
4

( 3√n3+4)2+n 3√n3+4+n2
<

∑∞
n=1

4
n2

Poniewa» szereg po prawej stronie jest zbie»ny (jako iloczyn staªej 4 przez zbie»ny szereg harmoniczny

rz¦du 2), wi¦c na podstawie twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego zbie»y jest te» szereg dany

w zadaniu.

3.73.∑∞
n=1

1
n(
√
n2+n−n)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.
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∑∞
n=1

1
n(
√
n2+n−n) =

∑∞
n=1

√
n2+n+n

n(
√
n2+n−n)(

√
n2+n+n)

=
∑∞

n=1

√
n2+n+n

n[(
√
n2+n)2−n2]

=
∑∞

n=1

√
n2(1+ 1

n
)+n

n(n2+n−n2)
=

=
∑∞

n=1

n
√

1+ 1
n
+n

n·n =
∑∞

n=1

√
1+ 1

n
+1

n
>

∑∞
n=1

1
n

Poniewa» po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rz¦du 1, który jest rozbie»ny, wi¦c na mocy

kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.74.∑∞
n=1

1

n(
√
n2+n

√
n−n)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.∑∞
n=1

1

n(
√
n2+n

√
n−n)

=
∑∞

n=1

√
n2+n

√
n+n

n(
√
n2+n

√
n−n)(
√
n2+n

√
n+n)

=
∑∞

n=1

n
√

1+ 1
n

√
n+n

n[(
√
n2+n

√
n)2−n2]

=

=
∑∞

n=1

n
√

1+
√

1
n
+n

n(n2+n
√
n−n2)

=
∑∞

n=1

√
1+
√

1
n
+1

n
√
n

6
∑∞

n=1

√
1+1+1

n
3
2

(bo
√

1
n
6 1) =

∑∞
n=1

√
2+1

n
3
2

Poniewa» po prawej stronie mamy iloczyn staªej
√
2 + 1 przez szereg harmoniczny rz¦du 3

2
,

który jest zbie»ny, wi¦c na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu

jest zbie»ny.

3.75.∑∞
n=1((

3
√
8n3 + 2n− 2n)sin 1

n
)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo 3
√
8n3 + 2n > 2n, oraz sin 1

n
d¡»y do zera z prawej strony).

Przeksztaª¢my szereg korzystaj¡c z wzoru:

a− b = a3−b3
a2+ab+b2∑∞

n=1((
3
√
8n3 + 2n− 2n)sin 1

n
) =

∑∞
n=1

( 3√8n3+2n)3−(2n)3

( 3√8n3+2n)2+ 3√8n3+2n·2n+(2n)2
· sin 1

n
=

=
∑∞

n=1
(8n3+2n)−8n3

( 3
√
n3(8+ 2n

n3 ))
2+2n· 3

√
n3(8+ 2n

n3 )+4n2
· sin 1

n
=

∑∞
n=1

2n·sin 1
n

n2·( 3
√

8+ 2
n2 )

2+2n·n· 3
√

8+ 2
n2+4n2

=

=
∑∞

n=1

2n·sin 1
n

n2·( 3
√

8+ 2
n2 )

2+2n2· 3
√

8+ 2
n2+4n2

=
∑∞

n=1

2·sin 1
n

n·( 3
√

8+ 2
n2 )

2+2n· 3
√

8+ 2
n2+4n

< (korzystaj¡c z wzoru

sinx < x dla x ∈ (0; π
2
)) <

∑∞
n=1

2· 1
n

n·( 3
√

8+ 2
n2 )

2+2n· 3
√

8+ 2
n2+4n

=
∑∞

n=1
2

n2·[( 3
√

8+ 2
n2 )

2+2· 3
√

8+ 2
n2+4]

<
∑∞

n=1
2
n2

Poniewa» po prawej stronie mamy iloczyn staªej 2 przez szereg harmoniczny rz¦du 2, który jest

zbie»ny, wi¦c na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu

jest zbie»ny.
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3.76.∑∞
n=1

1+2+...+n
n3 = 1+1+2

23
+ 1+2+3

33
+ ...+ 1+2+...+n

n3 + ...

Przeksztaª¢my szereg korzystaj¡c z wzoru:

1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2

udowodnionego w zadaniu 1.59.∑∞
n=1

1+2+...+n
n3 =

∑∞
n=1

n(n+1)
2

n3 =
∑∞

n=1
n(n+1)
2n3 =

∑∞
n=1

n+1
2n2 =

∑∞
n=1

1+ 1
n

2n
>

∑∞
n=1

1
2n

=
∑∞

n=1
1
2
· 1
n

Poniewa» po prawej stronie mamy iloczyn staªej 1
2
przez szereg harmoniczny rz¦du 1, który

jest rozbie»ny, wi¦c na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu

jest rozbie»ny
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