
3.77.∑∞
n=1(−1)n+1 · 3−(−1)

n

2n
= 2

1
− 1

2
+ 2

3
− 1

4
+ 2

5
− 1

6
+ ...+ 2

2k−1 −
1
2k

+ ...

Zadanie to jest ju» rozwi¡zane w odpowiedziach, ale gwoli kompletno±ci zamieszczam rozwi¡zanie

w tym poradniku.

Jest to szerego przemienny (bo uªamek jest zawsze dodatni i znak caªego wyra»enia zale»y od

pot¦gi liczby -1). Ponadto wyraz ogólny tego szeregu d¡»y do 0:

limn→∞un = limn→∞(−1)n+1 · 3−(−1)
n

2n
= 0

bo mianownik d¡»y do∞ a licznik jest równy 2 lub 4. Natomiast (−1)n+1 powoduje, »e wyraz ogólny

un d¡»y do 0 zarówno z lewej jak i z prawej strony.

Zatem warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony. Tym samym jest speªniony drugi

warunek kryterium Leibniza (3.3.1). Sprawd¹my, czy speªniony jest pierwszy warunek tego

kryterium.

|un+1| 6 |un|

Dla n parzystego mamy:

|un+1| − |un| = 3−(−1)n+1

2(n+1)
− 3−(−1)n

2n
= 3−(−1)

2(n+1)
− 3−1

2n
= 3+1

2(n+1)
− 2

2n
= 4

2(n+1)
− 1

n
= 2

n+1
− 1

n
= 2n−(n+1)

(n+1)n
=

n−1
n(n+1)

> 0 bo n > 2 ⇒ |un+1| > |un|

Dla n nieparzystego mamy:

|un+1| − |un| = 3−(−1)n+1

2(n+1)
− 3−(−1)n

2n
= 3−1

2(n+1)
− 3−(−1)

2n
= 2

2(n+1)
− 4

2n
= 1

n+1
− 2

n
= n−2(n+1)

n(n+1)
= −n−2

n(n+1)
=

− n+2
n(n+1)

< 0 bo n > 1 ⇒ |un+1| < |un|

Czyli pierwszy warunek kryterium Leibniza nie jest speªniony.

Zauwa»my jednak, »e:∑∞
n=1(

2
2n−1 −

1
2n
) =

∑∞
n=1(

2·2n
(2n−1)·2n −

2n−1
(2n−1)·2n) =

∑∞
n=1

4n−2n+1
2n(2n−1) =

∑∞
n=1

2n+1
2n(2n−1) >

∑∞
n=1

2n
2n(2n−1) =∑∞

n=1
1

2n−1 >
∑∞

n=1
1
2n

=
∑∞

n=1
1
2
· 1
n

Po prawej stronie mamy szereg rozbie»ny (jako iloczyn staªej 1
2
przez rozbie»ny szereg

harmoniczny rz¦du 1). Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg

dany w zadaniu jest rozbie»ny.
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3.78.∑∞
n=1 sin(n+ 1

n
)π

Przeksztaª¢my powy»szy szereg korzystaj¡c z wzoru:

sin(α + β) = sinα · cosβ + cosα · sinβ∑∞
n=1 sin(n+ 1

n
)π =

∑∞
n=1 sin(nπ + π

n
) =

∑∞
n=1(sin(nπ) · cos

π
n
+ cos(nπ) · sinπ

n
) =∑∞

n=1(0 · cos
π
n
+ (−1)n · sinπ

n
) =

∑∞
n=1(−1)n · sin

π
n

Poniewa» w przedziale < 0; π > funkcja sinx jest nieujemna,wi¦c mamy do czynienia z szeregiem

przemiennym. Ponadto limn→∞sin
π
n
= 0, bo k¡t π

n
wraz ze wzrostem n d¡»y do 0. Zatem warunek

konieczny zbie»no±ci szeregu oraz drugi warunek kryterium Leibniza (3.3.1) jest speªniony.

Sprawd¹my, czy speªniony jest pierwszy warunek tego kryterium:

|un+1| 6 |un|

|un+1| − |un| = |(−1)n+1 · sin π
n+1
| − |(−1)n · sinπ

n
| = sin π

n+1
− sinπ

n

Dla n > 2 oba k¡ty nale»¡ do pierwszej ¢wiartki: (0; π
2
), w której funkcja sinx jest rosn¡ca. Zatem

sin π
n+1

< sinπ
n
⇒ |un+1| < |un| a wi¦c tym bardziej |un+1| 6 |un|.

Oba warunki kryterium Leibniza s¡ speªnione a wi¦c szereg dany w zadaniu jest na mocy tego

kryterium zbie»ny.

3.79.∑∞
n=1 sin2(n+ 1

n
)π

Przeksztaª¢my ten szereg nast¦puj¡co:∑∞
n=1 sin2(n+

1
n
)π =

∑∞
n=1 sin(2πn+

2π
n
) = (na podstawie okresowo±ci funkcji sinus)=

∑∞
n=1 sin

2π
n
=

0 + sin2
3
π + 1 +

∑∞
n=5 sin

2π
n

(1)

Podstawmy a = sin2
3
π + 1 = const:

(1) = a+
∑∞

n=5 sin
2π
n

Poniewa» dla n > 5 k¡t 2π
n

nale»y do pierwszej ¢wiartki (0; π
2
), w której funkcja sinus jest rosn¡ca,

wi¦c mamy:

a+
∑∞

n=5 sin
2π
n
> a+

∑∞
n=5 sin

1
n

m∑∞
n=5 sin

2π
n
>

∑∞
n=5 sin

1
n

2



Ale po prawej stronie mamy szereg rozbie»ny, co zostaªo pokazane w zadaniu 3.10., zatem na mocy

kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.80.∑∞
n=1

1
alogn

Z de�nicji logarytmu mamy:

logb = c ⇔ 10c = b

⇓

10logb = b (1)

oraz

loga = d ⇔ 10d = a

⇓

10loga = a (2)

Przeksztaª¢my to»samo±ci (1) i (2) nast¦puj¡co:

a = 10loga /logb b = 10logb /loga

alogb = (10loga)logb bloga = (10logb)loga

alogb = 10loga·logb bloga = 10logb·loga

Z powy»szych dwóch równo±ci wynika, »e:

alogb = bloga (3)

Korzystaj¡c z wzoru (3) przeksztaª¢my szereg dany w zadaniu nast¦puj¡co:∑∞
n=1

1
alogn

=
∑∞

n=1
1

nloga

Powy»szy szereg jest szeregiem harmonicznym o stopniu zale»nym od warto±ci a. Jest on zbie»ny

gdy:

loga > 1

m

a > 10

Czyli dla a > 10 szereg dany w zadaniu jest zbie»ny, natomiast dla a ∈ (0; 10 > jest on rozbie»ny.
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3.81.∑∞
n=1

1
3
√
n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy dla jakich warto±ci α > 1 zachodzi nierówno±¢:

1
3
√
n <

1
nα

(1)

m

nα < 3
√
n /log

lognα < log3
√
n

αlogn <
√
nlog3 / : log3

α
log3

logn <
√
n

Do rozwi¡zania zadania posªu»my si¦ wykresem. We¹my dla przykªadu α = 1, 1. Wykres obu funkcji:

f1(x) =
1,1
log3

logx ≈ 1,1
0,4771

logx ≈ 2, 3055 · logx

f2(x) =
√
x

wygl¡da nast¦puj¡co:

Widzimy, »e wykres funkcji f1(x) = 2, 3055 · logx dla ka»dego x jest poni»ej wykresu f2(x) =
√
x.

Zatem dla α = 1, 1 nierówno±¢ (1) jest speªniona i tym samym zachodzi
∑∞

n=1
1

3
√
n <

∑∞
n=1

1
nα
.

A poniewa» po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rz¦du 1, 1, który jest zbie»ny, wi¦c

na mocy kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.
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3.82.

Krzywe 1
x2

i 1
x3

przecinaj¡ si¦ tylko w punkcie (1, 1). Na prawo od tego punktu warto±ci krzywej 1
x2

s¡ wi¦ksze od odpowiadaj¡cych im warto±ciom krzywej 1
x3
. Zatem dªugo±¢ wybranego odcinka

w punkcie x mi¦dzy tymi krzywymi wynosi u = 1
x2
- 1
x3
.

Niech teraz a ∈ R+ oznacza odlegªo±¢ mi¦dzy poprowadzonymi odcinkami. Pierwszy odcinek b¦dzie

wi¦c w punkcie 1 + a, drugi w punkcie 1 + a+ a = 1 + 2a, trzeci w 1 + a+ a+ a = 1 + 3a, itd.

Zatem dªugo±ci kolejnych odcinków wynosz¡:

u1 =
1

(1+a)2
− 1

(1+a)3

u2 =
1

(1+2a)2
− 1

(1+2a)3

u3 =
1

(1+3a)2
− 1

(1+3a)3

i ogólnie:

un = 1
(1+na)2

− 1
(1+na)3

natomiast suma dªugo±ci tych odcinków tworzy szereg liczbowy niesko«czony:∑∞
n=1(

1
(1+na)2

− 1
(1+na)3

) (1)

suma ta b¦dzie sko«czona je±li powy»szy szereg jest zbie»ny. Zbadajmy wi¦c jego zbie»no±¢.

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, którego wyraz ogólny d¡»y do 0, bo:

limn→∞un = limn→∞
1

(1+na)2
− limn→∞

1
(1+na)3

= 0− 0 = 0

Czyli warunek zbie»no±ci szeregu jest speªniony. Przesztaª¢my teraz ten szereg nast¦puj¡co:∑∞
n=1(

1
(1+na)2

− 1
(1+na)3

) =
∑∞

n=1
(1+na)−1
(1+na)3

=
∑∞

n=1
na

(1+na)3
<

∑∞
n=1

na
(na)3

=
∑∞

n=1
1

(na)2
=

=
∑∞

n=1
1

n2a2
=

∑∞
n=1

1
a2
· 1
n2

Po prawej stronie mamy mno»enie staªej 1
a2

przez szereg harmoniczny rz¦du 2, który jest

zbie»ny. Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg (1) jest zbie»ny.
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A tym samym suma dªugo±ci odcinków danych w zadaniu jest sko«czona.

3.83.

Zadanie to jest analogiczne do poprzedniego z t¡ ró»nic¡, »e mamy tu krzywe 1
x
i 1
x3
, które

przecinaj¡ si¦ w dwóch punktach (-1, -1) oraz (1,1).

Suma odcinków poprowadzonych na prawo od punktu (1,1) tworzy szereg liczbowy niesko«czony:∑∞
n=1(

1
1+na

− 1
(1+na)3

) (1)

Przeksztaª¢my teraz ten szereg nast¦puj¡co:∑∞
n=1(

1
1+na
− 1

(1+na)3
) =

∑∞
n=1

(1+na)2−1
(1+na)3

=
∑∞

n=1
1+2na+(na)2−1

(1+na)3
=

∑∞
n=1

na(2+na)
(1+na)3

> const+
∑∞

n=p
na(2+na)
(na+na)3

W ostatniej nierówno±ci mamy pewn¡ staª¡ przed sum¡ oraz wspóªczynnik p, które zale»¡ od warto±ci

wybranej liczby a. �eby bowiem ta nierówno±¢ byªa prawdziwa musi zachodzi¢ na > 1.

Przeksztaª¢my szereg dalej:

const+
∑∞

n=p
na(2+na)
(na+na)3

= const+
∑∞

n=p
na(2+na)
(2na)3

= const+
∑∞

n=p
na(2+na)
8(na)3

= const+
∑∞

n=p
2+na
8(na)2

>

> const+
∑∞

n=p
na

8(na)2
= const+

∑∞
n=p(

1
8
· 1
na
) = const+

∑∞
n=p(

1
8a
· 1
n
)

Po prawej stronie mamy iloczyn staªej 1
8a

przez szereg harmoniczny rz¦du 1, który jest rozbie»ny.

Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium porównawczego szereg (1) jest rozbie»ny.

Czyli ostatecznie suma dªugo±ci poprowadzonych odcinków jest niesko«czona - tym bardziej gdyby
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doda¢ do niej dªugo±ci odcinków poprowadzonych w 3 ¢wiartce (na prawo od punktu (-1, -1)).

3.84.

Szereg dany w zadaniu skªada si¦ z nast¦puj¡cych wyrazów:

u1 + u2 + u3 + ...+ un + ....

gdzie:

u1 =
1
10

u2 =
1
10
· 1
10

= 1
100

u3 =
1
10
· 1
10
· 1
10

= 1
1000

...

un = 1
10
· 1
10
· 1
10
· ... · 1

10
= 1

10n

Widzimy, »e jest to szereg geometryczny, w którym:

a = 1
10

i q = 1
10∑∞

n=1 aq
n−1 =

∑∞
n=1

1
10
· ( 1

10
)n−1 =

∑∞
n=1(

1
10
)n =

∑∞
n=1

1
10n

Zatem jego suma wynosi:∑∞
n=1 aq

n−1 = a
1−q =

1
10

1− 1
10

=
1
10
9
10

= 1
10
· 10

9
= 1

9

3.85.

Korzystaj¡c z twierdzenia Pitagorasa mamy:

(a1)
2 + (a1)

2 = 1

2(a1)
2 = 1

(a1)
2 = 1

2
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a1 =
1√
2
, bo a1 > 0

(a2)
2 + (a2)

2 = (a1)
2

2(a2)
2 = 1

2

(a2)
2 = 1

4

a2 =
1
2
, bo a2 > 0

(a3)
2 + (a3)

2 = (a2)
2

2(a3)
2 = 1

4

(a3)
2 = 1

8

a3 =
1

2
√
2
, bo a3 > 0

(a4)
2 + (a4)

2 = (a3)
2

2(a4)
2 = 1

8

(a4)
2 = 1

16

a4 =
1
4
, bo a4 > 0

Widzimy wi¦c, »e szereg okre±lony w zadaniu wygl¡da nast¦puj¡co:∑∞
n=1 an = 1√

2
+ 1

2
+ 1

2
√
2
+ 1

4
+ ... = 1√

2
+ 1√

2
· 1√

2
+ 1√

2
· 1√

2
· 1√

2
+ 1√

2
· 1√

2
· 1√

2
· 1√

2
+ ...

Zatem jest to szereg geometryczny, w którym a1 =
1√
2
oraz q = 1√

2
. Poniewa»

√
2 > 1,

wi¦c |q| = | 1√
2
| < 1 a tym samym powy»szy szereg geometryczny jest zbie»ny.

3.86.

Przez rn, gdzie n > 1 ∧ n ∈ N oznaczmy dªugo±ci promieni kolejnych okr¦gów wpisanych tworz¡cych

ten ci¡g. Przy czym r1 oznacza promie« najwi¦kszego, r2 promie« stycznego do niego od góry
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w pionie itd.

Zgodnie z danymi w zadaniu mamy:

2r1 + 2r2 + 2r3 + ...+ 2rn + ... =
∑∞

n=1 = 2rn = 1

Korzystaj¡c z twierdzenia Pitagorasa mamy:

(1 + r1)
2 = 12 + (1− r1)2

1 + 2r1 + r1
2 = 1 + 1− 2r1 + r1

2

4r1 = 1

r1 =
1
4

Dalej zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa:

(1 + r2)
2 = 12 + (1− 2r1 − r2)2

1 + 2r2 + r2
2 = 1 + (1− 2 · 1

4
− r2)2

1 + 2r2 + r2
2 = 1 + (1− 1

2
− r2)2

1 + 2r2 + r2
2 = 1 + (1

2
− r2)2

1 + 2r2 + r2
2 = 1 + 1

4
− 2 · 1

2
r2 + r2

2

1 + 2r2 =
5
4
− r2

3r2 =
1
4

r2 =
1
12

I dalej:

(1 + r3)
2 = 12 + (1− 2r1 − 2r2 − r3)2

(1 + r3)
2 = 1 + (1− 2 · 1

4
− 2 · 1

12
− r3)2

1 + 2r3 + r3
2 = 1 + (1− 1

2
− 1

6
− r3)2

1 + 2r3 + r3
2 = 1 + (6−3−1

6
− r3)2

1 + 2r3 + r3
2 = 1 + (1

3
)2 − 2 · 1

3
r3 + r3

2

2r3 +
2
3
r3 =

1
9

8
3
r3 =

1
9

r3 =
1
24

oraz:

(1 + r4)
2 = 12 + (1− 2r1 − 2r2 − 2r3 − r4)2

(1 + r4)
2 = 1 + (1− 2 · 1

4
− 2 · 1

12
− 2 · 1

24
− r4)2

1 + 2r4 + r4
2 = 1 + (1− 1

2
− 1

6
− 1

12
− r4)2
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1 + 2r4 + r4
2 = 1 + (12−6−2−1

12
− r4)2

1 + 2r4 + r4
2 = 1 + ( 3

12
)2 − 2 · 3

12
r4 + r4

2

1 + 2r4 + r4
2 = 1 + (1

4
)2 − 2 · 1

4
r4 + r4

2

2r4 =
1
16
− 1

2
r4

5
2
r4 =

1
16

r4 =
1
16
· 2
5

r4 =
1
40

Mamy wi¦c:

2r1 = 2 · 1
4
= 1

2
= 1

1
· 1
2

2r2 = 2 · 1
12

= 1
6
= 1

2
· 1
3

2r3 = 2 · 1
24

= 1
12

= 1
3
· 1
4

2r4 = 2 · 1
40

= 1
20

= 1
4
· 1
5

i ogólnie:

2rn = 1
n
· 1
n+1

Czyli szereg dany w zadaniu wygl¡da nast¦puj¡co:∑∞
n=1(

1
n
· 1
n+1

) =
∑∞

n=1
1

n(n+1)

10


