
5.29.

limx→−2
3x2+5x−2
4x2+9x+2

f(x) = 3x2+5x−2
4x2+9x+2

f(x) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla:

4x2 + 9x+ 2 6= 0

W celu znalezienia miejsc zerowych mianownika rozªó»my go na czynniki. Zauwa»my

te», »e x1 = −2 jest jednym z miejsc zerowych.

4x2 + 9x+ 2 = 4(x− x1)(x− x2) = 4(x+ 2)(x− x2)

Miejsce zerowe x2 obliczymy ze wzoru ax1x2 = c:

4 · (−2) · x2 = 2

−8x2 = 2

x2 = −2
8

x2 = −1
4

Czyli mamy:

4(x+ 2)(x+ 1
4
) 6= 0

m

x ∈ R\{−2,−1
4
}

Zauwa»my te», »e x = −2 jest równie» miejscem zerowym licznika, zatem:

3x2 + 5x− 2 = 2(x− (−2))(x− x2)

Drugie miejsce zerowe obliczymy z tego samego wzoru, z którego korzystali±my wy»ej:

3 · (−2)·x2 = −2

−6x2 = −2

x2 =
2
6

x2 =
1
3

Zatem funkcj¦ f(x) mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co:

f(x) =
3(x− 1

3
)(x+2)

4(x+ 1
4
)(x+2)

=
3(x− 1

3
)

4(x+ 1
4
)
· x+2
x+2

= g(x) · h(x)

gdzie:

g(x) = 3
4
· x−

1
3

x+ 1
4

h(x) = x+2
x+2

Funkcja h(x) a tym samym f(x) s¡ nieci¡gªe w punkcie x = −2. Dla wszystkich
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pozostaªych x funkcja h(x) jest okre±lona i jej warto±¢ wynosi 1. Z tego oraz

z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej funkcji wynika, »e:

limx→−2−0h(x) = 1 oraz limx→−2+0h(x) = 1

⇓

limx→−2h(x) = 1

Natomiast funkcja g(x) jest okre±lona i ci¡gªa w punkcie x = −2 (jako funkcja

wymierna). Z de�nicji ci¡gªo±ci wynika, »e:

limx→−2g(x) = g(−2) = 3
4
· −2−

1
3

−2+ 1
4

= 3
4
·−

6
3
− 1

3

− 8
4
+ 1

4

= 3
4
· −

7
3

− 7
4

= 3
4
· 7
3
· 4
7
= 1

A wi¦c ostatecznie szukana granica funkcji f(x) w punkcie x = −2 wynosi:

limx→−2f(x) = limx→−2g(x) · limx→−2h(x) = 1 · 1 = 1

5.30.

limx→1
x5−1
x−1

f(x) = x5−1
x−1

Funkcja f(x) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla x ∈ R\{1}. Przeksztaª¢my licznik

nast¦puj¡co zauwa»aj¡c, »e x = 1 jest jego miejscem zerowym:

x5− 1 = (x− 1)(ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e) = ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex− ax4− bx3− cx2− dx− e =

ax5 + (b− a)x4 + (c− b)x3 + (d− c)x2 + (e− d)x− e

Wspóªczynniki a, b, c, d, e wyznaczamy nast¦puj¡co:

a = 1, b− a = 0, c− b = 0, d− c = 0, e− d = 0

b− 1 = 0⇔ b = 1

c− 1 = 0⇔ c = 1

d− 1 = 0⇔ d = 1

e− 1 = 0⇔ e = 1

Czyli mamy:

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

Funkcj¦ f(x) przedstawmy teraz nast¦puj¡co:

f(x) = x5−1
x−1 = (x−1)(x4+x3+x2+x+1)

x−1 = (x4 + x3 + x2 + x+ 1) · x−1
x−1 = g(x) · h(x)

gdzie:
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g(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

h(x) = x−1
x−1

Funkcja g(x) jest w punkcie x = 1 ci¡gªa, zatem jej granica w tym punkcie wynosi:

limx→1g(x) = g(1) = 14 + 13 + 12 + 1 + 1 = 5

Natomiast funkcja h(x) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla x ∈ R\{1}, ci¡gª¡ dla

wszystkich warto±ci z dziedziny i równ¡ 1 dla tych»e warto±ci. Zatem z tego oraz

z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej funkcji wynika, »e:

limx→1−0h(x) = 1 oraz limx→1+0h(x) = 1

⇓

limx→1h(x) = 1

Ostatecznie granica funkcji danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limx→1f(x) = limx→1g(x) · limx→1h(x) = 5 · 1 = 5

5.31.

limx→3
(x−3)(−1)[x]

x2−9

f(x) = (x−3)(−1)[x]
x2−9

Funkcja f(x) jest okre±lona dla x ∈ R\{−3, 3}, gdy» dla tych warto±ci mianownik jest ró»ny od 0.

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = (x−3)(−1)[x]
x2−9 = (x−3)(−1)[x]

(x−3)(x+3)
= (−1)[x]

x+3
· x−3
x−3 = g(x) · h(x)

gdzie:

g(x) = (−1)[x]
x+3

h(x) = x−3
x−3

Funkcja h(x) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla x ∈ R\{3}. Dla wszystkich warto±ci

z dziedziny jest ci¡gªa i przyjmuje warto±¢ 1. Zatem z tego oraz z de�nicji granicy lewostronnej

i prawostronnej funkcji wynika, »e:

limx→3−0h(x) = 1 oraz limx→3+0h(x) = 1

⇓

limx→3h(x) = 1

Znajd¹my teraz granic¦ funkcji g(x):
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limx→3−0g(x) = limx→3−0
(−1)[x]
x+3

= limx→3−0
(−1)2
x+3

= limx→3−0
1

x+3
= 1

6

limx→3+0g(x) = limx→3+0
(−1)[x]
x+3

= limx→3+0
(−1)3
x+3

= limx→3+0
−1
x+3

= −1
6

Poniewa» granice lewostronna i prawostronna funkcji g(x) w punkcie x = 3 s¡ ró»ne, wi¦c

granica funkcji w tym punkcie nie istnieje. Tym samym nie istnieje w tym punkcie granica

funkcji f(x) danej w zadaniu.

5.32.

limx→0

3√1+mx−1
x

f(x) =
3√1+mx−1

x

Funkcja f(x) jest okre±lona dla:

x 6= 0 ∧ 1 +mx > 0

mx > −1
x > − 1

m
dlam > 0

x 6 − 1
m

dlam < 0

Dla m = 0 funkcja f(x) przybiera posta¢:

f(x) =
3√1+0·x−1

x
= 1−1

x
= 0

x
= 0

Zatem granice jednostronne tej funkcji wynosz¡:

limx→−0f(x) = 0 oraz limx→+0f(x) = 0

⇓

limx→0f(x) = 0

We¹my teraz m 6= 0:

f(x) =
3√1+mx−1

x

Podstawmy:

1 +mx = t3 (gdy x→ 0, to t→ 1)

mx = t3 − 1

x = t3−1
m

f(t) =
3√
t3−1

t3−1
m

= (t−1)·m
t3−1
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Korzystaj¡c z wzoru a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2), mamy:

f(t) = t−1
t−1 ·

m
t2+t+1

= g(t) · h(t) , gdzie:

g(t) = t−1
t−1

h(t) = m
t2+t+1

Funkcja g(t) jest okre±lona dla t 6= 1 i dla wszystkich warto±ci t z dziedziny jest ci¡gªa

i przyjmuje warto±¢ 1. Zatem z tego i z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej

wynika, »e:

limt→1−0g(t) = 1 oraz limt→1+0g(t) = 1

⇓

limt→1g(t) = 1

Znajd¹my teraz granic¦ funkcji h(t) w punkcie t = 1. Jest to funkcja wymierna okre±lona

dla t = 1 i ci¡gªa w tym punkcie, zatem:

limt→1h(t) = h(1) = m
12+1+1

= m
3

A wi¦c:

limt→1f(t) = limt→1g(t) · limt→1h(t) = 1 · m
3
= 1

3
m

Ostatecznie:

limx→0f(x) = limt→1f(t) =
1
3
m

5.33.

limx→1
xn−1
x−1 , n - liczba naturalna

f(x) = xn−1
x−1

f(x) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla x ∈ R\{1}. Obliczmy granic¦ tej funkcji w punkcie x = 1

dla kilku pocz¡tkowych n:

n = 1

f1(x) =
x−1
x−1

limx→1−0f1(x) = 1 oraz limx→1+0f1(x) = 1

⇓

limx→1f1(x) = 1
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n = 2

f2(x) =
x2−1
x−1 = (x−1)(x+1)

x−1 = x−1
x−1 · (x+ 1) = g2(x) · h2(x), gdzie:

g2(x) =
x−1
x−1

h2(x) = x+ 1

limx→1g2(x)= limx→1f1(x) = 1

limx→1h2(x) =(h2(x) jest funkcj¡ liniow¡ ci¡gª¡ dla x = 1)= h2(1) = 1 + 1 = 2

A zatem

limx→1f2(x) = limx→1g2(x) · limx→1h2(x) = 1 · 2 = 2

n = 3

f3(x) =
x3−1
x−1 = (x−1)(x2+x+1)

x−1 = x−1
x−1 · (x

2 + x+ 1) = g3(x) · h3(x), gdzie:

g3(x) =
x−1
x−1

h3(x) = x2 + x+ 1

limx→1g3(x)= limx→1f1(x) = 1

limx→1h3(x) =(h3(x) jest wielomianem stopnia 2-go ci¡gªym dla x = 1)= h3(1) = 12 + 1 + 1 = 3

A zatem

limx→1f3(x) = limx→1g3(x) · limx→1h3(x) = 1 · 3 = 3

n = 4

f4(x) =
x4−1
x−1 = (x2)2−12

x−1 = (x2−1)(x2+1)
x−1 = (x−1)(x+1)(x2+1)

x−1 = x−1
x−1 · (x+ 1)(x2 + 1) = g4(x) · h4(x), gdzie:

g4(x) =
x−1
x−1

h4(x) = (x+ 1)(x2 + 1) = x3 + x+ x2 + 1 = x3 + x2 + x+ 1

limx→1g4(x)= limx→1f1(x) = 1

limx→1h4(x) =(h4(x) jest wielomianem stopnia 3-go ci¡gªym dla x = 1)= h4(1) = 13+12+1+1 = 4

A zatem

limx→1f4(x) = limx→1g4(x) · limx→1h4(x) = 1 · 4 = 4

n = 5

f5(x) =
x5−1
x−1 =(wzór wyprowadzony w zadaniu 5.30) = (x−1)(x4+x3+x2+x+1)

x−1
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limx→1f5(x) = 5 (obliczone w zadaniu 5.30)

Na podstawie powy»szych przykªadów zauwa»amy, »e:

xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + ...+ x2 + x+ 1) (1)

Wzór ten udowodnimy przez indukcj¦. Zakªadamy, »e prawdziwe jest zaªo»enie indukcyjne dla

k > 1 i k ∈ N :

xk − 1 = (x− 1)(xk−1 + xk−2 + ...+ x2 + x+ 1)

a twierdzimy, »e speªniona jest teza indukcyjna:

xk+1 − 1 = (x− 1)(xk + xk−1 + xk−2 + ...+ x2 + x+ 1) (2)

Na podstawie zaªo»enia indukcyjnego mamy:

xk−1 + xk−2 + ...+ x2 + x+ 1 = xk−1
x−1

Zatem rozpatruj¡c równanie (2) mamy:

P = (x− 1)(xk + xk−1 + xk−2 + ...+ x2 + x+ 1) = (x− 1)[xk + (xk−1 + xk−2 + ...+ x2 + x+ 1)] =

= (x− 1)(xk + xk−1
x−1 ) = (x− 1)xk + (xk − 1) = xk+1 − xk + xk − 1 = xk+1 − 1 = L

czyli teza indukcyjna jest prawdziwa a tym samym prawdziwy jest rozpatrywany wzór (1).

Obliczmy teraz granic¦ funkcji f(x):

f(x) = xn−1
x−1 = x−1

x−1 · (x
n−1 + xn−2 + ...+ x2 + x+ 1) = g(x) · h(x), gdzie:

g(x) = x−1
x−1

h(x) = xn−1 + xn−2 + ...+ x2 + x+ 1

limx→1g(x)= limx→1f1(x) = 1

limx→1h(x) =(h(x) jest wielomianem stopnia n− 1 ci¡gªym dla x = 1)= h(1) =

1n−1 + 1n−2 + ...+ 12 + 1 + 1 = 1 + 1 + ...+ 1 + 1 + 1 =(jest to suma n jedynek) = n

Ostatecznie granica dana w zadaniu wynosi:

limx→1f(x) = limx→1g(x) · limx→1h(x) = 1 · n = n

5.34.

limx→25

√
x−5

x−25

f(x) =
√
x−5

x−25

Funkcja f(x) okre±lona jest dla x > 0 ∧ x 6= 25
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Przeksztaª¢my t¡ funkcj¦ nast¦puj¡co:

f(x) =
√
x−5

x−25 =
√
x−5

(
√
x−5)(

√
x+5)

=
√
x−5√
x−5 ·

1√
x+5

Podstawmy k =
√
x i zbadajmy granic¦ w punkcie k =

√
25 = 5

f(k) = k−5
k−5 ·

1
k+5

, k > 0 ∧ k 6= 5

f(k) = g(k) · h(k), gdzie

g(k) = k−5
k−5

h(k) = 1
k+5

Funkcja g(k) okre±lona jest dla k 6= 5 i dla wszystkich argumentów z dziedziny jest ci¡gªa

i przyjmuje warto±¢ 1. Zatem z tego i z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej

wynika, »e:

limk→5−0g(k) = 1 oraz limk→5+0g(k) = 1

⇓

limk→5g(k) = 1

Funkcja h(k) jest funkcj¡ wymiern¡, która jest ci¡gªa dla wszystkich argumentów z dziedziny,

zatem:

limk→5h(k) = h(5) = 1
5+5

= 1
10

Granica funkcji f(k)wynosi wi¦c:

limk→5f(k) = limk→5g(k) · limk→5h(k) = 1 · 1
10

= 1
10

A tym samym granica szukana w zadaniu wynosi:

limx→25f(x) = limk→5f(k) =
1
10

5.35.

limx→0

√
x2+1−

√
x+1

1−
√
x+1

f(x) =
√
x2+1−

√
x+1

1−
√
x+1

Funkcja f(x) jest okre±lona dla:

x+ 1 > 0 ∧ 1−
√
x+ 1 6= 0

x > −1 ∧
√
x+ 1 6= 1

x+ 1 6= 1

x 6= 0
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Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) =
√
x2+1−

√
x+1

1−
√
x+1

=
√
x2+1−1+1−

√
x+1

1−
√
x+1

= 1−
√
x+1

1−
√
x+1

+
√
x2+1−1

1−
√
x+1

= 1−
√
x+1

1−
√
x+1
− 1−

√
x2+1

1−
√
x+1

(1)

Podstawmy g(x) = 1−
√
x+1

1−
√
x+1

i zastosujmy wzór a−b = a2−b2
a+b

do licznika i mianownika drugiego uªamka:

(1) = g(x)− (1
2−
√
x2+1

2

1+
√
x2+1

: 12−
√
x+1

2

1+
√
x+1

) = g(x)− ( 1−x2−1
1+
√
x2+1
· 1+

√
x+1

1−x−1 ) = g(x)− −x
2·(1+

√
x+1)

−x·(1+
√
x2+1)

=

= g(x)− x·(1+
√
x+1)

1+
√
x2+1

Zatem f(x) = g(x)− h(x), gdzie:

h(x) = x·(1+
√
x+1)

1+
√
x2+1

Funkcja g(x) jest okre±lona dla x ∈ R\{0} i dla wszystkich argumentów przyjmuje warto±¢ równ¡ 1.

Zatem z tego i z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, »e:

limx→−0g(x) = 1 oraz limx→+0g(x) = 1

⇓

limx→0g(x) = 1

Natomiast granica funkcji h(x) wynosi:

limx→0h(x) = limx→0
x·(1+

√
x+1)

1+
√
x2+1

= 0·(1+
√
0+1)

1+
√
0+1

= 0·2
2

= 0

Czyli ostatecznie szukana granica wynosi:

limx→0f(x) = limx→0g(x)− limx→0h(x) = 1− 0 = 1

5.36.

limx→0

√
x2+1−1√
x2+25−5

f(x) =
√
x2+1−1√
x2+25−5

Od razu wida¢, »e dziedzin¡ funkcji f(x) jest R\{0}, bo dla x = 0 mianownik równy jest 0.

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) stosuj¡c wzór a− b = a2−b2
a+b

do licznika i mianownika:

f(x) =
√
x2+1−1√
x2+25−5 =

√
x2+1

2−12√
x2+1+1

:
√
x2+25

2−52√
x2+25+5

= x2+1−1√
x2+1+1

·
√
x2+25+5

x2+25−25 = x2√
x2+1+1

·
√
x2+25+5
x2

=
√
x2+25+5√
x2+1+1

Zatem:

limx→0f(x) =
limx→0

√
x2+25+limx→05

limx→0

√
x2+1+limx→01

=
√
0+25+5√
0+1+1

= 5+5
1+1

= 10
2
= 5

5.37.

limx→0
sin3x
4x

f(x) = sin3x
4x
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Funkcja f(x) okre±lona jest dla:

4x 6= 0

x 6= 0

Czyli jej dziedzin¡ jest R\{0}.

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = sin3x
4x

= sin3x
3x
· 3
4

Korzystaj¡c teraz z wzoru limx→0
sinx
x

= 1 mamy:

limx→0f(x) = limx→0
sin3x
3x
· limx→0

3
4
= 1 · 3

4
= 3

4

5.38.

limx→0
4x

3·sin2x

f(x) = 4x
3·sin2x

Funkcja f(x) okre±lona jest dla:

3 · sin2x 6= 0

sin2x 6= 0

2x 6= kπ, k ∈ C

x 6= k π
2
, k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = 4x
3·sin2x = 2

3· sin2x
2x

Zatem:

limx→0f(x) =
limx→02

limx→03·limx→0
sin2x
2x

=(korzystaj¡c z wzoru limx→0
sinx
x

= 1) = 2
3·1 = 2

3
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