
8.64.

x3 − 12x+ 8 = 0
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z dzielników wyrazu wolnego a wi¦c:
±1,±2,±4,±8
Sprawdzamy te liczby:
f(1) = 13 − 12 · 1 + 8 = −3− 3, wi¦c liczba 1 odpada
f(−1) = (−1)3 − 12 · (−1) + 8 = −1 + 12 + 8 > 0, wi¦c liczba −1 odpada
f(2) = 23 − 12 · 2 + 8 = 8− 24 + 8 = 16− 24 < 0, wi¦c liczba 2 odpada
f(−2) = (−2)3 − 12 · (−2) + 8 = −8 + 24 + 8 = 24, wi¦c liczba −2 odpada
f(4) = 43 − 12 · 4 + 8 = 64 + 8− 48 > 0, wi¦c liczba 4 odpada
f(−4) = (−4)3 − 12 · (−4) + 8 = −64 + 8 + 48 = −56 + 48 < 0, wi¦c liczba −4 odpada
f(8) = 83 − 12 · 8 + 8 = 8 · (64− 12 + 1) > 0, wi¦c liczba 8 odpada
f(−8) = (−8)3 − 12 · (−8) + 8 = 8 · (−64 + 12 + 8) < 0, wi¦c liczba −8 odpada

Rozwi¡zania nie znale¹li±my, obliczmy wi¦c wyró»nik tego równania:
∆ = [13 · (−12)]3 + ( 1

2 · 8)2 = (−4)3 + 42 = 16− 64 = −48
A wi¦c na podstawie wzoru 8.3.9 mamy:

xk+1 = 2 ·
√
− 1

3 · (−12) · cos[ 13 · (α+ 2kπ)], dla k = 0, 1, 2

gdzie α wyznaczamy ze zwi¡zku:
csoα = 3·8

2·(−12)·
√
− 1

3 ·(−12)
= 24
−24·

√
4

= − 1
2 ⇒ α = π − π

3 = 2
3π

Zatem:
x1 = 2 ·

√
− 1

3 · (−12) · cos( 1
3 ·

2
3π) = 2 ·

√
4 · cos 29π = 4cos 29π

x2 = 2 ·
√
− 1

3 · (−12) · cos[ 13 · (
2
3π + 2π)] = 2 ·

√
4 · cos( 1

3 ·
8
3π) = 4cos 89π

x3 = 2 ·
√
− 1

3 · (−12) · cos[ 13 · (
2
3π + 4π)] = 2 ·

√
4 · cos( 1

3 ·
14
3 π) = 4cos 149 π

8.65.

x3 + 3x− 2 = 0
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z dzielników wyrazu wolnego a wi¦c:
±1,±2
Sprawdzamy te liczby:
f(1) = 13 + 3 · 1− 2 = 1 + 3− 2 = 2, wi¦c liczba 1 odpada
f(−1) = (−1)3 + 3 · (−1)− 2 = −1− 3− 2 < 0, wi¦c liczba −1 odpada
f(2) = 23 + 3 · 2− 2 = 8 + 6− 2 > 0, wi¦c liczba 2 odpada
f(−2) = (−2)3 + 3 · (−2)− 2 = −8− 6− 2 < 0, wi¦c liczba −2 odpada

Rozwi¡zania nie znale¹li±my, obliczmy wi¦c wyró»nik tego równania:
∆ = ( 1

3 · 3)3 + [ 12 · (−2)]2 = 1 + (−1)2 = 2
Nast¦pnie obliczmy wyra»enia (gdzie p = 3, q = −2):
U = − 1

2q −
√

∆ = − 1
2 · (−2)−

√
2 = 1−

√
2

V = − 1
2q +

√
∆ = − 1

2 · (−2) +
√

2 = 1 +
√

2

u = Re
3
√

1−
√

2 =
3
√

1−
√

2

v = Re
3
√

1 +
√

2 =
3
√

1 +
√

2
ε = 1

2 · (−1− i
√

3), ε2 = 1
2 · (−1 + i

√
3)

Zatem rozwi¡zania równania danego w zadaniu s¡ nast¦puj¡ce:
x1 = u+ v =

3
√

1−
√

2 +
3
√

1 +
√

2

x2 = εu+ ε2v = 1
2 · (−1− i

√
3) · 3

√
1−
√

2 + 1
2 · (−1 + i

√
3) · 3

√
1 +
√

2

x3 = ε2u+ εv = 1
2 · (−1 + i

√
3) · 3

√
1−
√

2 + 1
2 · (−1− i

√
3) · 3

√
1 +
√

2

8.66.

x3 − 71x+ 219 = 0
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z dzielników wyrazu wolnego a wi¦c:

1



±1,±3,±73,±219
Sprawdzamy te liczby:
f(1) = 13 − 71 · 1 + 219 > 0, wi¦c liczba 1 odpada
f(−1) = (−1)3 − 71 · (−1) + 219 > 0, wi¦c liczba −1 odpada
f(3) = 33 − 71 · 3 + 219 = 27− 213 + 219 > 0, wi¦c liczba 3 odpada
f(−3) = (−3)3 − 71 · (−3) + 219 = −27 + 213 + 219 > 0, wi¦c liczba −3 odpada
f(73) = 733 − 71 · 73 + 219 = 732 · 73− 71 · 73 + 219 > 0, wi¦c liczba 73 odpada
f(−73) = (−73)3 − 71 · (−73) + 219 = −732 · 73 + 71 · 73 + 219 < 0, wi¦c liczba −73 odpada
f(219) = 2193 − 71 · 219 + 219 > 0, wi¦c liczba 219 odpada
f(−219) = (−219)3 − 71 · (−219) + 219 = −2192 · 219 + 71 · 219 + 219 < 0, wi¦c liczba −219 odpada

Rozwi¡zania nie znale¹li±my, obliczmy wi¦c wyró»nik tego równania:
∆ = [13 · (−71)]3 + ( 1

2 · 219)2 = 1
27 · (−357911) + 1

4 · 47961 ≈ −13255, 963 + 11990, 25 < 0
Zatem na podstawie wzoru 8.3.9 mamy:

xk+1 = 2 ·
√
− 1

3 · (−71) · cos[ 13 · (α+ 2kπ)], k = 0, 1, 2

gdzie α wyznaczamy ze wzoru:
cosα = 3·219

2·(−71)·
√
− 1

3 ·(−71)
≈ 657
−142·

√
23,67

≈ 657
−142·4,87 = − 657

691,54 ≈ −0, 95 ⇒ α ≈ 180◦ − 72◦ = 108◦ = 108◦ · π
180◦ = 0, 6π

Zatem:
xk+1 = 2 ·

√
71
3 · cos[

1
3 · (0, 6π + 2kπ)], k = 0, 1, 2

xk+1 = 2 ·
√

71
3 · cos(

1
3 ·

6
10π + 2

3kπ)], k = 0, 1, 2

xk+1 = 2 ·
√

71
3 · cos(

2
10π + 2

3kπ)], k = 0, 1, 2

xk+1 = 2 ·
√

71
3 · cos(

1
5π + 2

3kπ)], k = 0, 1, 2

8.67.

x3 − 9x− 6
√

3 = 0
Poniewa» nie wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c przyst¡pmy od razu do
obliczenia jego wyró»nika:
∆ = [13 · (−9)]3 + [ 12 · (−6

√
3)]2 = (−3)3 + 1

4 · 36 · 3 = −27 + 9 · 3 = 0
Zatem równanie dane w zadaniu ma nast¦puj¡ce rozwi¡zania:

x1 = x2 = 3

√
1
2 · (−6

√
3) =

3
√
−3
√

3 = 3

√
−(
√

3)3 = −
√

3

x3 = −2x1 = −2 · (−
√

3) = 2
√

3

8.68.

x3 + 6x+ 4 = 0
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z dzielników wyrazu wolnego a wi¦c:
±1,±2,±4
Sprawdzamy te liczby:
f(1) = 13 + 6 · 1 + 4 = 11 6= 0, wi¦c liczba 1 odpada
f(−1) = (−1)3 + 6 · (−1) + 4 = −1− 6 + 4 = −3 6= 0, wi¦c liczba −1 odpada
f(2) = 23 + 6 · 2 + 4 = 8 + 12 + 4 = 24 6= 0, wi¦c liczba 2 odpada
f(−2) = (−2)3 + 6 · (−2) + 4 = −8− 12 + 4 = −16 6= 0, wi¦c liczba −2 odpada
f(4) = 43 + 6 · 4 + 4 > 0, wi¦c liczba 4 odpada
f(−4) = (−4)3 + 6 · (−4) + 4 = −64− 24 + 4 < 0, wi¦c liczba −4 odpada

Rozwi¡zania nie znale¹li±my, obliczmy wi¦c wyró»nik tego równania:
∆ = ( 1

3 · 6)3 + ( 1
2 · 4)2 = 23 + 22 = 8 + 4 = 12√

∆ =
√

12 =
√

4 · 3 = 2
√

3
Nast¦pnie obliczmy wyra»enia (gdzie q = 4):
U = − 1

2q −
√

∆ = − 1
2 · 4− 2

√
3 = −2− 2

√
3

V = − 1
2q +

√
∆ = − 1

2 · 4 + 2
√

3 = −2 + 2
√

3

u = Re 3
√
U =

3
√
−2− 2

√
3

v = Re 3
√
V =

3
√
−2 + 2

√
3

2



ε = 1
2 · (−1− i

√
3), ε2 = 1

2 · (−1 + i
√

3)
Zatem rozwi¡zania równania danego w zadaniu s¡ nast¦puj¡ce:
x1 = u+ v =

3
√
−2− 2

√
3 +

3
√
−2 + 2

√
3

x2 = εu+ ε2v = 1
2 · (−1− i

√
3) · 3

√
−2− 2

√
3 + 1

2 · (−1 + i
√

3) · 3
√
−2 + 2

√
3 = − 1

2 ·
3
√
−2− 2

√
3− 1

2 ·
√

3 · 3
√
−2− 2

√
3i−

− 1
2 ·

3
√
−2 + 2

√
3 + 1

2 ·
√

3 · 3
√
−2 + 2

√
3i = − 1

2 · (
3
√
−2− 2

√
3 +

3
√
−2 + 2

√
3)− 1

2 ·
√

3 · ( 3
√
−2− 2

√
3 +

3
√
−2 + 2

√
3)i

x3 = ε2u+ εv = 1
2 · (−1 + i

√
3) · 3

√
−2− 2

√
3 + 1

2 · (−1− i
√

3) · 3
√
−2 + 2

√
3 = − 1

2 ·
3
√
−2− 2

√
3 + 1

2 ·
√

3 · 3
√
−2− 2

√
3i−

− 1
2 ·

3
√
−2 + 2

√
3− 1

2 ·
√

3 · 3
√
−2 + 2

√
3i = − 1

2 · (
3
√
−2− 2

√
3 +

3
√
−2 + 2

√
3) + 1

2 ·
√

3 · ( 3
√
−2− 2

√
3− 3

√
−2 + 2

√
3)i

8.69.

x3 − 588x− 2744 = 0
Zgodnie ze wskazówk¡ do zadania zauwa»my, »e 588 = 3 · 142 oraz 2744 = 143. Nasze równanie przybiera
wi¦c posta¢:
x3 − 3 · 142 · x− 143 = 0
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z wymienionych poni»ej dzielników wyrazu wolnego:
±1,±2,±7,±14
Je»eli wyraz wolny nie jest podzielny przez »adn¡ z powy»szych liczb, nie dzieli si¦ te» przez »adn¡ inn¡
(zwi¡zan¡ z podniesieniem liczby 14 do 3-ciej pot¦gi).
f(1) = 13 − 3 · 142 · 1− 143 = 1− 3 · 142 − 14 · 142 < 0, wi¦c liczba 1 odpada
f(−1) = (−1)3 − 3 · 142 · (−1)− 143 = −1 + 3 · 142 − 14 · 142 < 0, wi¦c liczba −1 odpada
f(2) = 23 − 3 · 142 · 2− 143 < 0, wi¦c liczba 2 odpada
f(−2) = (−2)3 − 3 · 142 · (−2)− 143 = −8 + 6 · 142 − 14 · 142 < 0, wi¦c liczba −2 odpada
f(7) = 73 − 3 · 142 · 7− 143 < 0, wi¦c liczba 7 odpada
f(−7) = (−7)3 − 3 · 142 · (−7)− 143 = −7 · (−7)2 + 21 · 142 − 14 · 142 = −7 · 72 + 7 · 142 > 0, wi¦c liczba −7 odpada
f(14) = 143 − 3 · 142 · 14− 143 < 0, wi¦c liczba 14 odpada
f(−14) = (−14)3 − 3 · 142 · (−14)− 143 = (−14)3 + 3 · 143 − 143 = 143 > 0, wi¦c liczba −14 odpada
Rozwi¡zania nie znale¹li±my, obliczmy wi¦c wyró»nik tego równania:
∆ = [13 · (−3 · 142)]3 + [ 12 · (−143)]2 = (−142)3 + 1

4 · [(−143)]2 = −146 + 1
4 · 146 = − 3

4 · 146 < 0
Zatem na podstawie wzoru 8.3.9 mamy:

xk+1 = 2 ·
√
− 1

3 · (−3 · 142) · cos[ 13 · (α+ 2kπ)] = 2 ·
√

142 · cos[ 13 · (α+ 2kπ)] = 28 · cos[ 13 · (α+ 2kπ)], dla k = 0, 1, 2

gdzie α wyznaczamy ze zwi¡zku:

cosα = 3·(−143)
2·(−3·142)·

√
− 1

3 ·(−3·142)
= −3·143
−6·142·

√
142

= 3·143
6·142·14 = 3

6 = 1
2 ⇒ α = π

3

Zatem:
x1 = 28 · cos( 1

3 ·
π
3 ) = 28 · cosπ9

x2 = 28 · cos[ 13 · (
π
3 + 2π)] = 28 · cos(π9 + 2

3π) = 28 · cos( 7
9π)

x3 = 28 · cos[ 13 · (
π
3 + 4π)] = 28 · cos(π9 + 4

3π) = 28 · cos( 13
9 π)

8.70.

x3 − 5x+ 6
√

2 = 0
Poniewa» nie wszystkie wspóªczynniki tego równania s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c od razu przyst¦pujemy do
obliczenia jego wyró»nika:
∆ = [13 · (−5)]3 + ( 1

2 · 6
√

2)2 = (− 5
3 )3 + (3

√
2)2 = − 125

27 + 9 · 2 = 18− 125
27 = 486

27 −
125
27 = 361

27√
∆ =

√
361
27 = 19√

27
= 19√

9·3 = 19
3
√
3

Nast¦pnie obliczmy wyra»enia:
U = − 1

2 · 6
√

2− 19
3
√
3

= −3
√

2− 19
3
√
3

= −3
√
2·3
√
3

3
√
3
− 19

3
√
3

= −9
√
6−19

3
√
3

= −9
√
6−19√
3
3

V = − 1
2 · 6
√

2 + 19
3
√
3

= −3
√

2 + 19
3
√
3

= −3
√
2·3
√
3

3
√
3

+ 19
3
√
3

= −9
√
6+19

3
√
3

= −9
√
6+19√
3
3

u = Re 3
√
U = 3

√
−9
√
6−19√
3
3 = 1√

3
· 3
√
−9
√

6− 19 =
√
3
3 ·

3

√
(−1)3 · (9

√
6 + 19) = − 1

3 ·
√

3 · 3
√

19 + 9
√

6

v = Re 3
√
V = 3

√
−9
√
6+19√
3
3 = 1√

3
· 3
√
−9
√

6 + 19 = 1
3 ·
√

3 · 3
√

19− 9
√

6

Policzmy jeszcze oba powy»sze pierwiastki sze±cienne:{
19 + 9

√
6 = (a+ b)3 (1)

19− 9
√

6 = (a− b)3 (2)
, gdzie a, b ∈ R ∧ a 6= 0 ∧ b 6= 0

3



{
19 + 9

√
6 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

19− 9
√

6 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

Dodajmy oba równania ukªadu stronami:
38 = 2a3 + 6ab2

Odejmijmy oba równania ukªadu stronami:
18
√

6 = 6a2b+ 2b3

Otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad równa«:{
38 = 2a3 + 6ab2 /2

18
√

6 = 2b3 + 6a2b /2{
19 = a3 + 3ab2 /2

9
√

6 = b3 + 3a2b /2{
3ab2 = 19− a3 (3)

b3 + 3a2b = 9
√

6 (4)

Z równania (3) obliczamy b:
b2 = 19−a3

3a
Musi zachodzi¢: 19− a3 > 0 ∧ 3a > 0 (5) oraz 19− a3 < 0 ∧ 3a < 0 (6)

We¹my pod uwag¦ przypadek (5): a > 0 ∧ a3 < 19 ⇔ a < 3
√

19

b =
√

19−a3
3a

Podstawmy to do (4):√
19−a3

3a

3

+ 3a2 ·
√

19−a3
3a = 9

√
6

19−a3
3a ·

√
19−a3

3a + 3a2 ·
√

19−a3
3a = 9

√
6 / · (

√
3a · 3a)

(19− a3) ·
√

19− a3 + 9a3 ·
√

19− a3 = 27a
√

18a /2

(19− a3)2 · (19− a3) + 2 · (19− a3) · (19− a3) · 9a3 + 81a6 · (19− a3) = 36a2 · 18a
(19− a3)2 · [(19− a3) + 2 · 9a3] + 34a6 · (19− a3) = 36a2 · 18a
(19− a3)2 · (19− a3 + 18a3) + 19 · 34a6 − 34a9 = 18 · 36a3
(192 − 2 · 19 · a3 + a6) · (19 + 17a3) + 19 · 34a6 − 34a9 − 18 · 36a3 = 0
193 + 192 · 17a3 − 2 · 192 · a3 − 2 · 19 · 17a6 + 19a6 + 17a9 + 19 · 34a6 − 34a9 − 18 · 36a3 = 0
(17− 81)a9 + (19− 2 · 19 · 17 + 19 · 81)a6 + (192 · 17− 2 · 192 − 18 · 36)a3 + 193 = 0
−64a9 + 912a6 − 7707a3 + 6859 = 0 / · (−1)
64a9 − 912a6 + 7707a3 − 6859 = 0 (7)

Podstawmy do (7) a = 1
64c i pomnó»my nast¦pnie przez 648:

648 · 64 · c
9

649 − 648 · 912 · c
6

646 + 648 · 7707 c3

643 − 648 · 6859 = 0
c9 − 642 · 912 · c6 + 645 · 7707c3 − 648 · 6859 = 0 (8)
Poniewa» wszystkie wspóªczynniki powy»szego wielomianu s¡ caªkowite, wi¦c najpierw sprawdzamy
czy rozwi¡zaniem nie jest który± z dzielników wyrazu wolnego 648 · 6859. Ze wzgl¦du na bardzo du»e
liczby (i pot¦gi) trudno sprawdzi¢ wszystkie dzielniki. Sprawd¹my wi¦c w pierwszej kolejno±ci liczb¦,
która pozwoli zniwelowa¢ liczby 64 podnoszone do wysokich pot¦g:
f(64) = 649 − 642 · 912 · 646 + 645 · 7707 · 643 − 648 · 6859 = 649 − 648 · 912 + 648 · 7707− 648 · 6859 =
= 648 · (64− 912 + 7707− 6859) = 648 · 0 = 0
A wi¦c mieli±my szcz¦±cie. Liczba 64 jest rozwi¡zaniem równania (8) a co za tym idzie liczba
a = 1

64 · 64 = 1 speªnia waryunek (5) i jest rozwi¡zaniem równania (7).
Nast¦pnie obliczamy warto±¢ b:

b =
√

19−13
3·1 =

√
18
3 =

√
6

Mamy wi¦c liczby a i b speªniaj¡ce ukªad równa« (1) i (2):{
19 + 9

√
6 = (1 +

√
6)3 (1)

19− 9
√

6 = (1−
√

6)3 (2)

m{
3
√

19 + 9
√

6 = 1 +
√

6
3
√

19− 9
√

6 = 1−
√

6
A wi¦c ostatecznie warto±ci u i v przyjmuj¡ posta¢:
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u = − 1
3 ·
√

3 · (1 +
√

6)

v = 1
3 ·
√

3 · (1−
√

6)

ε = 1
2 · (−1− i

√
3), ε2 = 1

2 · (−1 + i
√

3)
Zatem rozwi¡zania równania danego w zadaniu s¡ nast¦puj¡ce:
x1 = u+v = − 1

3 ·
√

3 ·(1+
√

6)+ 1
3 ·
√

3 ·(1−
√

6) = −
√
3
3 −

√
3
3 ·
√

6+
√
3
3 −

√
3
3 ·
√

6 = −2 ·
√
3·6
3 = −2 ·

√
3·3·2
3 = −2 · 3·

√
2

3 = −2
√

2

x2 = εu+ ε2v = 1
2 · (−1− i

√
3) · (− 1

3 ) ·
√

3 · (1 +
√

6) + 1
2 · (−1 + i

√
3) · 13 ·

√
3 · (1−

√
6) = −( 1

2 + i
√
3

2 ) · (−
√
3
3 ) · (1 +

√
6)+

+(− 1
2 + i

√
3

2 ) ·
√
3
3 · (1−

√
6) = (

√
3
6 + i · 36 )(1 +

√
6) + (−

√
3
6 + i · 36 )(1−

√
6) =

√
3
6 +

√
18
6 + 1

2 i+ i ·
√
6
2 −

√
3
6 +

√
18
6 + 1

2 i− i ·
√
6
2 =

= 2·
√
18

6 + i =
√
9·2
3 + i = 3

√
2

3 + i =
√

2 + i

x3 = ε2u+ εv = 1
2 · (−1 + i

√
3) · (− 1

3 ) ·
√

3 · (1 +
√

6) + 1
2 · (−1− i

√
3) · 13 ·

√
3 · (1−

√
6) = (− 1

2 + i
√
3

2 ) · (−
√
3
3 −

√
18
3 )−

−( 1
2 + i ·

√
3
2 ) · (

√
3
3 −

√
18
3 ) =

√
3
6 +

√
9·2
6 − i · 36 − i ·

√
3·
√
9·2

6 −
√
3
6 +

√
9·2
6 − 3

6 i+
√
3·
√
9·2

6 = 2 · 3
√
2

6 − 2 · 36 i =
√

2− i

W ten sposób znale¹li±my rozwi¡zanie podane w odpowiedziach do zada«. �eby jednak zadanie zostaªo w peªni rozwi¡zane,
nale»aªoby znale¹¢ pozostaªe 8 pierwiastów równania (8) i pokaza¢, »e s¡ one liczbami zespolonymi a nie rzeczywistymi.
Dalej nale»aªoby rozpatrzy¢ przypadek (6) i pokaza¢, »e on tak»e nie ma rozwi¡za« reczywistych. Jednak ze wzgl¦du na
ilo±¢ potrzebnych oblicze« i operacji na du»ych liczbach nie zamieszcz¦ ich w tym rozwi¡zaniu.
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