
1.2
Mamy:
(〈2, 5〉 ⊂ 〈2, 7〉)

∧
(〈3, 7〉 ⊂ 〈2, 7〉)

⇓
〈2, 5〉

⋃
〈3, 7〉 ⊂ 〈2, 7〉 (1)

Mamy te»:
〈2, 7〉 = 〈2, 3〉

⋃
〈3, 5〉

⋃
〈5, 7〉 (2)

Oczywi±cie 〈2, 3〉 ⊂ 〈2, 5〉, je±li wi¦c x∈〈2, 3〉, to tak»e x∈〈2, 5〉 ⇒ x∈〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉 (3)

Jest te» 〈3, 5〉 ⊂ 〈3, 7〉, je±li wi¦c x∈〈3, 5〉, to tak»e x∈〈3, 7〉 ⇒ x∈〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉 (4)

I na koniec jest te» 〈5, 7〉 ⊂ 〈3, 7〉, je±li wi¦c x∈〈5, 7〉, to tak»e x∈〈3, 7〉 ⇒ x∈〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉 (5)

Z (2), (3), (4), (5) wynika, »e je»eli x∈〈2, 7〉, to tak»e x∈〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉, czyli

〈2, 7〉 ⊂ 〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉 (6)

Poniewa» zachodzi (1) i (6), to:

〈2, 5〉
⋃
〈3, 7〉 = 〈2, 7〉

1.3
Przypu±¢my, »e istnieje taki niepusty zbiór A, »e A={x: x∈(1,3)

∧
x∈(3,5)}, wówczas zachodzi:{

1 < x < 3

3 < x < 5

m
1 < x

∧
x < 3

∧
x > 3

∧
x < 5

Oczywi±cie nie istnieje takie x, »e równocze±nie x < 3 i x > 3, wi¦c zbiór A musi by¢ pusty ∅.

1.4
Przypu±¢my, »e istnieje takie:
x∈(A\B)

⋂
B (1)

Wówczas:
(x∈(A\B)

∧
x∈B) ⇔ (x∈A

∧
x/∈B

∧
x∈B)

Poniewa» element x nie mo»e jednocze±nie nale»e¢ do zbioru i do niego nie nale»e¢, wi¦c nie istnieje takie x, »e (1).
Zatem (A\B)

⋂
B jest zbiorem pustym ∅.

1.5
Wykarzemy, »e je»eli x nale»y do zbioru po lewej stronie równo±ci, to nale»y równie» do zbioru po prawej stronie
tej równo±ci i odwrotnie.
Przypu±¢my x∈A

⋃
(B

⋂
C):

x∈A
⋃
(B

⋂
C) ⇔ x∈A

∨
(x∈B

⋂
C) ⇔ x∈A

∨
(x∈B

∧
x∈C) (1)

Przypu±¢my teraz, »e x/∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C):

x/∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) ⇔ x/∈(A

⋃
B)

∨
x/∈(A

⋃
C) ⇔ (x/∈A

∧
x/∈B)

∨
(x/∈A

∧
/∈C) (2)

Gdyby teraz w (1) x∈A, to byªoby to w sprzeczno±ci z warunkami (2) a zatem musi by¢ x∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C).

Gdyby natomiast w (1) byªo (x∈B
∧

x∈C), to równie» byªoby to w sprzeczno±ci z warunkami (2).
Mamy zatem: x∈A

⋃
(B

⋂
C) ⇒ x∈(A

⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) (3).

Udowodnijmy teraz, »e warunek w odwrotn¡ stron¦ równie» jest speªniony.

Przypu±¢my x∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C):

x∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) ⇔ (x∈A

⋃
B)

∧
(x∈A

⋃
C) ⇔ (x∈A

∨
x∈B)

∧
(x∈A

∨
x∈C) (4)

Je±li x∈A, to tak»e x∈A
⋃
(B

⋂
C). Je±li x/∈A to na podstawie warunku (4) musi zachodzi¢ x∈B

∧
x∈C, czyli x∈(B

⋂
C).

Mamy zatem: x∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) ⇒ x∈A

⋃
(B

⋂
C) (5).
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(3) i (5) daj¡ x∈(A
⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) ⇔ x∈A

⋃
(B

⋂
C) czyli (A

⋃
B)

⋂
(A

⋃
C) = A

⋃
(B

⋂
C) c.n.d.

1.6
x∈(A

⋃
B)

⋃
C ⇔ x∈(A

⋃
B)

∨
x∈C ⇔ (x∈A

∨
x∈B)

∨
x∈C ⇔ (ª¡czno±¢ alternatywy) x∈A

∨
(x∈B

∨
x∈C) ⇔

x∈A
∨

x∈(B
⋃
C) ⇔ x∈A

⋃
(B

⋃
C), czyli (A

⋃
B)

⋃
C=A

⋃
(B

⋃
C) c.n.d.

1.7
x∈(A

⋂
B)

⋂
C ⇔ x∈(A

⋂
B)

∧
x∈C ⇔ (x∈A

∧
x∈B)

∧
x∈C ⇔ (ª¡czno±¢ koniunkcji) x∈A

∧
(x∈B

∧
x∈C) ⇔

x∈A
∧

x∈(B
⋂
C) ⇔ x∈A

⋂
(B

⋂
C), czyli (A

⋂
B)

⋂
C=A

⋂
(B

⋂
C) c.n.d.

1.8
Niech zbiór P b¦dzie przestrzeni¡ dla zbiorów A i B.{
A′ = P −A

B′ = P −B

⇓
A'

⋂
B' = (P-A)

⋂
(P-B)

x∈(A'
⋂
B') ⇔ x∈[(P-A)

⋂
(P-B)] ⇔ x∈(P-A)

∧
x∈(P-B) ⇔ (x∈P

∧
x/∈A)

∧
(x∈P

∧
x/∈B) ⇔ x∈P

∧
x/∈A

∧
x/∈B ⇔

x∈P
∧

[~(x∈A)
∧

~(x∈B)] ⇔ (prawo de Morgana) x∈P
∧

[~(x∈A
∨

x∈B)] ⇔ x∈P
∧

[~(x∈A
⋃
B)] ⇔

x∈P
∧

x/∈A
⋃
B ⇔ x∈[P-(A

⋃
B)] ⇔ x∈(A

⋃
B)', czyli A'

⋂
B'=(A

⋃
B)' c.n.d.

1.9
Niech zbiór P b¦dzie przestrzeni¡ dla zbiorów A i B.{
A′ = P −A

B′ = P −B

⇓{
A′⋃B′ = (P −A)

⋃
(P −B)

(A
⋂
B)′ = P − (A

⋂
B)

x∈(A
⋂
B)' ⇔ x∈[P-(A

⋂
B)] ⇔ x∈P

∧
x/∈(A

⋂
B) ⇔ ~[x/∈P

∨
x∈(A

⋂
B)] ⇔ ~[x/∈P

∨
(x∈A

∧
x∈B)] ⇔

x∈P
∧

(x/∈A
∨

x/∈B)] ⇔ (x∈P
∧

x/∈A)
∨

(x∈P
∧

x/∈B) ⇔ x∈A'
∨

x∈B' ⇔ x∈(A'
⋃
B'), czyli A'

⋃
B'=(A

⋂
B)' c.n.d.

1.10
Oznaczmy liter¡ X przestrze« wszystkich zbiorów Aγ . Mamy zatem:
∀γAγ ⊂ X

∧
∀γA′

γ ⊂ X (1)

L=(
⋃

γ∈Γ Aγ)
′ = X - (

⋃
γ∈Γ Aγ) = X - {x:∃γx ∈ Aγ}

Zatem:

x∈L ⇔ x∈X
∧

x/∈{x:∃γx ∈ Aγ} ⇔ x∈X
∧

x∈{x:~∃γx ∈ Aγ} ⇔ x∈X
∧

x∈{x:∀γx /∈ Aγ} ⇔

x∈X
∧

x∈{x:∀γx ∈ (X −Aγ)} ⇔ x∈X
∧

x∈{x:∀γx ∈ A′
γ} ⇔(1)

x∈{x:∀γx ∈ A′
γ}

m
⋂

γ∈Γ Aγ = {x : ∀γx ∈ Aγ}

x ∈
⋂

γ∈Γ A′
γ c.n.d.
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1.11
Oznaczmy liter¡ X przestrze« wszystkich zbiorów Aγ . Mamy zatem:
∀γAγ ⊂ X

∧
∀γA′

γ ⊂ X (1)

L=(
⋂

γ∈Γ Aγ)
′ = X - (

⋂
γ∈Γ Aγ) = {x: x∈X} - {x:∀γx ∈ Aγ}

Zatem:

x∈L ⇔ x∈X
∧

x/∈{x:∀γx ∈ Aγ} ⇔ x∈X
∧

x∈{x:~∀γx ∈ Aγ} ⇔(1) x∈{x:~∀γx ∈ Aγ} ⇔

x∈{x:∃γx /∈ Aγ} ⇔ x∈{x:∃γx ∈ (X −Aγ)} ⇔

x∈{x:∃γx ∈ A′
γ}

m
⋃

γ∈Γ Aγ= {x:∃γx ∈ Aγ}

x ∈
⋃

γ∈Γ A′
γ ⇔ x∈P c.n.d.
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