1.59

14+2+.. +n="22H (1)

Sprawdzmy wzor dla n=1:
L=1

— 14+ 2

Czyli L = P a wiec wzor (1) dla n=1 jest prawdziwy.

Sprawdzmy wzor dla n=2:

L=1+2=3

p _ 22+1)

_ 6 _
2 7273

Czyli L = P a wiec wzor (1) dla n=2 jest prawdziwy.

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:

142+ .. + k= kD (2)

a twierdzimy, ze spetniona jest teza indukcyjna:

142+ o+ k4 (k1) = G300+

0

1424 o+ kot (k1) = GHlG2) (3)

Lewe strony nierownosci (2) i (3) roznia sie o k+1. Zbadajmy o ile réznia sie ich prawe strony:

(k+1)(k+2)  k(k+1) _ k242k+k+2—k2—k _ 2k4+2 _ 2(k+1)
- 2 — — k + 1

2 o 2 2 2

czyli prawe strony réznig sie o tyle samo. UdowodniliSmy zatem, ze z zalozenia indukcyjnego

wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest prawdziwy dla kazdego n>1 i neN.

1.60

a, — a;- q"1 (1)
Sprawdzmy wzor dla n=1:
L=a

1

P:al.qlf :al'qO:a1'1:a1

Czyli L = P a wiec wzor (1) dla n=1 jest prawdziwy.

Sprawdzmy wzor dla n=2:



L = ay = (z definicji ciggu geometrycznego) as_1 - q = a; - q

1

P=a- ¢t =a-q =a;q

Czyli L = P a wiec wzor (1) dla n=2 jest prawdziwy.

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:
ap = ap - ¢! (2)

a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

apy1 = ag - R = ay - gF (3)

Pomno6zmy obie strony wzoru (2) przez q:

ar-q—a;-q"'-q

{ z definicji ciagu geometrycznego

app = a - q g

{z wzoru rekurencyjnego potegi

g1 = ap - gD
)

Ag41 — a1 - qk

Udowodnili$my zatem, ze z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest

prawdziwy dla kazdego n>1 i neN.

Sn=ar- L5, q#1 (1)
Sprawdzmy wzor (1) dla n = 1:
L=S =a
P:al-q_—_l:al-lzal

Czyli wzor (1) jest prawdziwy.

Sprawdzmy wzor (1) dla n = 2:
L=Sy=a; +a-q
P:a1-%:al-%:al-(q+l):al+al-q

Czyli wzor (1) jest prawdziwy.



Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:
Sp=ar -T2l q#1 (2)

a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

qk+1_1

Sk+1 = ap - =1 4 #1 (3)

Mamy Spy1 = Sk + apy1 = (z wzoru na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego) S, + a; - qF = (z zalozenia

. . k_ k_ k_ k( k_ k+1_ _k
indukcyjnego) a; - qqi—ll +ay - qf = al(qq,ill + qF) = ay(C=te il 1:31(‘1 Dy = (= —d) 1+q‘171 )y —
al(qu*l)), czyli wzor (3) jest prawdziwy.

q—

Zatem udowowdnili$my, ze z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest

prawdziwy dla kazdego n>1 i neN.

1.62

1Pr 28 b= (1 2+ . b n)? = (Metly?
Udowodnijmy najpierw wzor:

B+22 4+ 4n=(0+2+..+n)? (1)
Sprawdzmy wzor (1) dlan — 1:

L-13=1

P=(1))=1,awieccL =P.

Sprawdzmy wzor (1) dlan = 2:
L-13+22=1+8=9
P=(1+2)?2=3%=9,awiecL =P

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:

B+22+ . +kB=0+2+ .. +k)?

a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

PB+28+ L+ K+ (k1) =01 +2+ ... +k+ (k+1))?

Lewe strony powyzszych dwoch rownari réznia sie (k + 1)%. Zbadajmy o ile roznia si¢ ich
prawe strony:

(1+2+ ... +k+ (k+1))*- (1 + 2 + ... + k)? = {na podstawie wzoru: a? - b? = (a-b)(a+b)}

(1+2+.. +k+(k+1)-0+2+.. +k]Q+2+.. +k+k+1))+1+2+..+k)|=



(k + 1)[2(1 + 2+ ... +k) + (k+ 1)] = {na podstawie wzoru: (1 + 2 + ... + n) = ")}

(k + D2RE (e 4 1)) = (k + Dik(k + 1) + (k + 1)) = (k + D[k + 1)(k + 1)] = (k + 1)3,
czyli prawe strony réznia sie o tyle samo.

Zatem udowodniliémy, ze 7z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1)

jest prawdziwy dla kazdego n>1 i neN.

Udowodnijmy teraz wzor:
n(n+1
(14+ 2+ ... +n)?= (M) (2)
Poniewaz dla neN i n>1 mamy:
1+2+ .. +n="2 "H ) {co zostato udowodnione w zadaniu 1.59}, wicc podnoszac obie strony

do kwadratu otrzymujemy wzor (2). Czyli on réwniez jest prawdziwy dla neN i n>1.

Tym samym udowodnili$my prawdziwosé¢ obu wzoréw danych w zadaniu.

1.63

(1+a)">1+na+ 2232 dlaa>0 (1)
Sprawdzmy wzor (1) dla n=1:
L=(1+a'=1+a

P=1+lat+ Ea2=-11a4+0-a2=1+a

czyli L = P a tym samym L >P.

Sprawdzmy wzor (1) dla n=2:
L=(1+a)?=1+%+2a+ a
P=1+2 + 28032 =112 + 2Zla> =1 4 2a + a2

czyli L = P a tym samym L >P.

Sprawdzmy wzor (1) dla n=3:
L=(1+a)3*=1+31%a+31a>+a®=1+ 3a+ 3a® + a3

P:1+3a+Wa2:1+3a+3aQ



czylidlaa>0 L>P,boL-P =a3>0.

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:
(1+a)f>1+ka+ EDa2 dla a>0 (2)
a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

(1+a)* > 1+ (k+ 1)a + EEED2 g e 1)a + EEUFR2 dla a>0

Pomno6zmy teraz obie strony nieréwnosci (2) przez (1 + a):
(1+a)k(1+a)>1+k+ *Da2)(1 1 a)  dlaa>0
(1 +a)"*! > (1 + ka + H21a2)(1 1 a)

L=(1+a)>1+a+ka+ka? + 202 4 BDad =1 4 (k4 1)a + (k + 2ED)a2

k(k 1)a *1+(k+1)a+w2+%a3:1+(k+1)a+k2+§12+ (k 1)3:

ok Da kB2 BEDs (k4 1)a o MERR2 o MEED S > (dlaa > 0)

1+ (k+ a  EtDE,2
a zatem teza indukcyjna jest prawdziwa. UdowodniliSmy tym samym, ze z zalozenia indukcyjnego

wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest prawdziwy dla kazdego neN i n>1.

1.64
1 sin(nJr%)a
cosa + cos2a + ... + cosna = [— 12— - 1] (1)
singa
Sprawdzmy wzor (1) dlan = 1:
L = cosa
sin(1+3)a sin oHr a)—sinta sin(at+La)—sin(a—Lta 2cosa-sint o
p = L[pntlizle ) pemlatye)sige psinlatga) sinlage) 120500 cosal
singa singa singo singo
czyli L = P.

Sprawdzmy wzor (1) dla n = 2:

L = cosa + cos2a

Sa-1la §o¢+la
sin(2+3 )a sin2a—sinia 2sin(2 2 ).cos(2—=2 2-sinta-costa- c093a
Pf%[ (12) _1]7% 22 :% ( 2‘)1 =) o 2 = —QCOS acos?’oz*
singo singo singo singa

cos(3a — a) + cos(3a+ a) = cosa + cos2a



czyli L = P.

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla k>1 i keN:

. 1
cosa + cos2a + ... + coska = %[m - 1] (2)

sinso
a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

. 1
cosa + cos2a + ... + coska + cos(k + 1)a= %[W - 1]
2

Lewe strony powyzszych réwnan réznia sie o:
cos(k + 1)a
Zbadajmy o ile r6znig sie ich prawe strony:

X
sinta sinia sinia sinio o
2 2 2 2

(kt+3)a—(k+1)a
2

1 sin((k—&-l)—‘r%)a 1 1 sin(k—l—%)oa 11 — lsin(kz—l—%)a—sin%a lsin(l{:—l—%)a—sinla
2[ -1] - 2[ -1] = 2 T2

3yothtlya
sin(k+3)a—sin(k+3)a _ 2sin( )-cos(LF2) Jgr(HQ) )

2sin%a o 2sin%a o
.1 3 1 1 3 1 .1 1
sin(s-(ka+sa—ka—sa))-cos(s5-(kat+sat+katsa sinza-coss - (2ka+2a
(5-(kat3 20))-cos(5-(kat; 20)) _ singorcosy ) —=cos(% - 2(kata)) =
singo singa
cos(k+ 1)a

czyli prawe strony réznig sie o tyle samo.

Zatem udowodniliémy, ze z zatozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna.

Czyli wzor (1) jest prawdziwy dla kazdego neN i n>1.



