B+ E+E)+6+E=0)

W dowodzie korzystamy z wzoru ( e ) = (Z) + (knl)

P=@=0+E=0+6+C=0+6++E

Teraz korzystamy z tego, ze (4) = (g) 1 otrzymujemy:

B+ E+Q+E+E) =L

c.n.d.

)+ )+ 6+ 6+ 6

1.66

(2a + b*)®

Do powyzszego wzoru podstawiamy:
p=2a,q="0 (1)

(p+q)P =3 o (¥

Zatem si6dmy wyraz powyzszego wzoru jest dla k = 6 i a postac:

(§)p* ¢ = (§)r°d® = grar’e® = gap’d® = G5’ = F°d° = 7- 4p°¢° = 28p°¢°

Korzystamy teraz z wzoréow podstawien (1):
28020 = 28 - (2a)? - (b?)0 = 28 - 4a?b!? = 112422
212

Odp. Siédmy wyraz rozwiniecia (2a + b%)® jest rowny 112a

1.67

2o (1) =2 (1)

Sprawdzmy wzor dla n=1:
LSl ()= () =141=2-212p
Sprawdzmy wzor dla n=2:

L=The (@ =+ O+ @ =1+2+1-4=2=p

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla m > 11 meN:

Xito (7)) =27 (2)



a twierdzimy, ze spelniona jest teza indukcyjna:
k:O(l—;):2+1 (3)
Lewe strony wzoréw (2) i (3) réznia sie o:

i (") =X (1) = (0 )+ (VD) A+ )+ G 1) + (D) 4 )]

korzystamy teraz z wzorow (’IZ) + (krfl) = (m,jl), (’g) = (marl) oraz (nm1) = (zﬁ) i dostajemy

(o) + 1)+ O+ C)+ N+ C) = @) = (D) = =G =)+ (D + -+ CE)+ () =
Yo (5) =2m

Prawe strony wzoréw (2) i (3) réznia sie o:

2m+1—2m:2-2m—2m:2m-(2—1):2m

Czyli prawe strony roznia sie o tyle samo. Zatem udowodnili$my, ze z zatozenia indukcyjnego

wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest prawdziwy dla kazdego n > 11 neN.

1.68

Yio(=DM(p) =0 (1)

Sprawdzmy wzor dla n—1:

oD = (1) + (=D'() = (5) — () =1-1=0

Sprawdzmy wzor dla n=2:

YicoDFR) = Q)+ D)+ PR =) -0 () =1-2+1=0

Zaktadamy teraz, ze prawdziwe jest zatozenie indukcyjne dla m > 11 meN:
Yimo(=1*(%) =0 (2)
a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:
m+1 m
ko (=17 =0 (3)
Prawe strony réwnan (2) i (3) roznia sie o 0. Sprawdzmy o ile réznia sie ich lewe strony:
m—+1 m m m m m m
im0 (CDF (M) =R (D) = (DO D) A A D) () + (D () -

_[(_1)0(’3) + (—1)1(T1") + ...+ (—1)’”(;”1)] = korzystamy z wzoru (m]jl) = (7,?) + (k:Tl)



Dla m parzystego rownosé (4) przybiera postac:

(@) = (") = () + O+ + 10+ Gl = Go) = @) + (D) = = () =
= (") =)+ DI+ IG) + (D] =+ 1) + G = G = (@) + () = G) - = () =
pierwsze czlony wyrazen w nawiasach kwadratowych zostang wyzerowane przez wyrazenia oznaczone

kolorem czerwonym:
= (") =+ -G+ G - G — (6) =

korzystamy z wzoréw (mng) = (%L) i (ﬁﬁ) = (Z) :

= (@) = @)+ (D) =)+ 4 (")~ (

— S o(=1)F () = korzystamy z wzoru (2) = —0 =0

3
|
S3
I
1
S3
|
-3
_l’_
<3
|
|
P
+
3
|

czyli lewe strony rownari (2) i (3) rowniez roéznia sie o 0.

Dla m nieparzystego rownosé¢ (4) przybiera postaé:

(@) = (") = 1) + O+ = [C) + G+ i) = (@) + () =+ () =

= (") =10+ @G+ (O = =)+ G+ i) = @)+ () = () + () =
pierwsze czlony wyrazen w nawiasach kwadratowych zostang wyzerowane przez wyrazenia oznaczone

kolorem czerwonym:

= (") =@M =)+ =G+ i) = () =
korzystamy z wzorow (marl) = (73) i (zﬁ) = (2) :

=) =@+ -G+ =G+ G) = () ==17) -

— > o(=1)F () = korzystamy z wzoru (2) = —0 =0

(1) +(G) =+ () = Gl =

czyli lewe strony rownar (2) i (3) rowniez réznia sie o 0.

Zatem udowodnilismy, ze 7z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1) jest



prawdziwy dla kazdegon > 1 i neN.

1.69

Lo MCRa v = Glarey  nzpz0 W

p—k P
(a4 0 = ()0 +a) = )0+ 0 = ()L (4] = Sy () (e
Zatem, zeby dowies¢ wzoru (1) wystarczy dowiesé, ze:
MG =)0

n\ (n—k\ __ n! (n—FkK)! _ n! _ n! _ nlp!
(k:) (p—k:) T Kl(n—k)! (k) (n—k)—(p—k)]! — Ep—k)(n—k—p+k)! — K(p—k)(n—p)! _ pl(n—p)k!(p—k)

! =

- p!(gip)! ' k!(;?ik)! - (;) ()

co nalezalo udowodnié.

1.70
o (DG =2G)  n=p>0 (1)
W zadaniu 1.69 wykazalismy, ze:
MG =) (¢)
Zatem:
Z:o (Z) (Z::) = Z:o (Z) (Z) - (2)[ i:o (i)] (2)

W zadaniu 1.67 udowodniliSmy, ze:

Yo (3) =2" (3)
zatem

() 2ko (D)) = () - 27 =27(})

co nalezalo udowodnié.



1.71

ro (D) () =0 n>p>0 (1)
W zadaniu 1.69 wykazalismy, ze:
MG =G
Zatem mamy:

reo (DR G2 = i (=D () () =

W zadaniu 1.68 wykazalismy prawdziwosé¢ wzoru:

() - 2o (=D (})] (2)

> ko (=1(R) =0 (3)
Zatem z (2) i (3) wynika:

() - [Sho(-DF )] = () 0=0

co nalezalo udowodnié.

1.72

(a b = g () - om0

Yopeon—k)=120,n =7

Mamy:

Shom—k) =n+n-1)+m-2+nm=-3)+.. . +n—(n-2)]+[n-@n-1]+n-n)=
=n+n—-1)+n-2)+(n—3)+...+2+1=14+24+3+...+(n—1)+n=120

W zadaniu 1.59 udowodniliémy wzor:

14+2+43+...+(n—1)+n="0H

Zatem mamy:
n(n+l) _

—5— =120
n(n+ 1) = 240
n?+n—240=0

A=1%2—4-1-(—240) = 1 +4-240 = 1 4 960 = 961



m = =58 ny = =S
ny = 7732 Ng = 32—0
ny = —16 N9 = 15

Poniewaz szukamy pierwiastka neN, wiec rozwiazaniem jest n = 15.

1.73

(a+ B = g () - an et

Yopeok =451 =7

Mamy:
Yorok=0+14+24...445

W zadaniu 1.59 udowodniliémy wzor:

14+2+3+...+(n—1)+n="00

Zatem mamy:

n(n+1)
T—45
n(n+1) =90
n24+n—-90=0

A=12—-4-1-(=90)=1+44-90 =1+ 360 = 361
VA =19

= e = 205
ny = %20 Ng = %
ny = —10 Ng = 9

Poniewaz szukamy pierwiastka neN, wiec rozwigzaniem jest n = 9.



1.74

Z kazdego punktu mozemy poprowadzi¢ proste do n — 1 pozostatych punktéw. Poniewaz
punktow jest n, wiec mamy n - (n — 1) tak poprowadzonych prostych. Ale kazda prosta jest
liczona podwojnie bo np. dla punktéw A i B liczone sa proste AB i BA. Zatem ostatecznie

roznych prostych jest:

n(nzil) - (g)

1.75

(V1+xz—+/1—2)", wspolczynnik przy trzecim wyrazie = 28.

Powyzsze wyrazenie jest okreslone dla:

1+2>0 A 1—2>0

r>—1 A r <1

Przyjmijmy:

a=+v1+uz, b=—v1—=x (1)
Mamy:

(0 = g () a7 = a4 (7)o () a2 () b ()0

7 warunkéw zadania mamy:

A= (=12 —4-1-(=56) =1+4-56=1+224 =225

_ —b—VA —b+VA
L 2a N2 = 2a
__1-15 _ 1+15
n; = 3 ng = 5
n;— -7 No— 8



Poniewaz szukamy neN, wiec szukanym n jest n = 8.

A wiec §rodkowy wyraz rozwiniecia dwumianu danego w zadaniu jest dla k = =4, czyli:
Ts = (3) - a'b" = F;a'b* = 381844yt = 58T840p1 = 5. 7. 24"b" = 70a"b"

I podstawiajac (1) otrzymujemy:

Ts = 70(v/1+2)4(—/1—2)t =701 + 2)*(1 —2)2 = 70[(1 + z)(1 — 2)]?> = 70(1 — 2%)? =
— 70(1 — 22 + 2*) = T02* — 140z + 70

1.76

1

(V= Vi) = L2 () (V3 (V= i () - @) )

0 ()" 0t = Sl () o7

Wyraz powyzszego rozwiniecia nie bedzie zawierat a wtedy i tylko wtedy, gdy:

ek 2= /-6
2-(15—k)—3k=0
30— 2k —3k=0

2k + 3k = 30
Bk=30  /:5
k=6

Czyli szukanym wyrazem jest:

T = () Q= (%) cas? = () a*? = () a"=(§) = 6!.(1155!—6)! = gy = I =
101112131415 _ 10 1z 15 . 1 6 _ _
1121431415 _ 10,1712 13.14. 18, L — 5.11.2.13-14-3+ & = 55-13-14- & = 55-13-7 = 5005

1.77

(z+y)", n—?
(w+y)" =30 (1) -y
T =(7) ="y



zeby istnialy wszystkie powyzsze wyrazy musi by¢ n > 3 (1)

Wspotezynniki wyrazow Ty, T3 1 Ty tworzag postep arytmetyczny, wtedy i tylko wtedy, gdy:

() =) =) -0

n! n! _ n! n!

2A(n—2)! ~ 1(n—1)! — 3I(n—=3)  2i(n—2)!

scn=n—-n=¢-n=2)(n—1n-5-(n—n /-

Slo

3n—1)—6=n—-2)(n—1)—3(n—1)
3n—3—-6=n>-n—-2n+2-3n+3
3n—9=n?>—6n+5

n?—9n+14=0
A=(—92—4-1-14=81—56=25

— —(—9)—/25 - —(—9)+v25
1= 21 2 — 21
_ 9-5 945
=g ny = =5°
ny =2 Ng =17

Uwzgledniajac warunek (1) otrzymujemy jedyne rozwiazanie n—7. Zatem wspolczynniki wyrazow

drugiego, trzeciego i czwartego tworzg postep arytmetyczny dla n=7.

1.78
(V3+v2)° =300 (1) - (V3 - (V2) (1)

Zatem (v/3)°~F nie zawiera niewymiernosci dla:
5—k=0 lub 5—k=3

czyli dla:

k=5 lub k=2

Natomiast (v/2)* nie zawiera niewymiernosci dla:

k=0 lub k=2 lub k=4

Wiec jedynym wyrazem rozwiniecia (1) ktory nie zawiera niewymiernosci jest wyraz trzeci (dla k=2).



Ty=(3)- (V3P (V2= (}) -3-2= 5 2s -

15 =7

n!
21 (n—2)! 11
n! - 2
1. (N—1)!

/-2

Zatem:

Ts= () (%) (5

=15-33-a*x"2 = 495a%z 2

1.80

(L + {52, T, ="
ar =21

w=(3) =21

ey = 21

a=lim — 91 /-2

n®—n =42
n2—n—42=0

A=(=1)2=4-1-(—42) =1+ 168 = 169

VA=13
m = =45/ = 03

—(12).a_8.ﬁ—(12).
—\4 z4 a7 \4

10

8

. a
72

=202 082 =3.5-11-3-a's? =



_1-13 Ny = 1+13
-2

n1:—6 712:7

Poniewaz szukamy n € N, wiec szukanym n jest n = 7.
A zatem:

Ti= () G (Y27 = () gt 55 = ) e 0= )b+ a) = () - G238

_ 7 albta) _ 567  albta) _ 35 . a(b+a)
314!l (b—a)® T 23 (b—a)® (b—a)®

1.81

1,0005% =?
1,0005% = (1 + 0,0005)% = 3770 (30) - 136% . 0,0005% = 3732 (%) - 0,0005% = (3%) - 0,0005°+
+(°7)-0,0005 + (%) -0,0005% 4 (%) -0,0005°+ (%) -0, 0005* +. . .+ (37) -0, 000535 + (27) -0,0005% = (1)

(5) =1 0,0005° = 1

() =36 0,0005! = 0,0005
(%) = 2655 = 18- 35 = 630 0,00052 = 0, 00000025

(%) = 368531 — 7140 0,0005% = 0, 000000000125
Czyli

Ty=1-1=1

T, =36 -0,0005 = 0,018

T5 = 630 - 0,00000025 = 0,0001575

T, = 7140 - 0,000000000125 = 0, 0000008925

Widzimy, ze od T3 kolejne wyrazy sa pomijalnie mate, zatem zsumujmy pierwsze dwa

wyrazy rozwiniecia: T} + T = 1,018 z doktadnoscig 0,001.
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