Tw. 1.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, + b,} ma granice a+b.
Tw. 2.

Jezeli ciag {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym zaden z wyrazow ciagu {b,}
nie rOwna si¢ zeru, ani tez jego granica b nie jest rowna zeru, to ciag {‘g—:} ma granice %.
Tw. 3.

Ciag o wyrazie ogélnym u,, = ¢" ma skonczona granice tylko dla —1 < ¢ < 1, przy czym:
a). Jezeli —1 < ¢ < 1, to lim,00q" =0

b). Jezeli ¢ = 1, to ¢" = 1, wiec lim,_,00q" = 1

Tw. 4.

Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciag {¥/a,}, gdzie p jest ustalong

liczba naturalna, ma granice ¥/a.

2.17
Un = 735
Zauwazmy najpierw, ze mianownik utamka jest rowny 0 dla n = -1. Zatem dla kazdego

n € N i n> 1 zalozenia twiedzenia 2 sa spelnione.

Podzielmy licznik i mianownik przez n:

n

Up = 72T =
o+

L
1+-

1
n

Korzystajac z twierdzen 11 2, mamy:

: _ limp o0 1 I
iy, o0 tn = limp o0 14Hlimp 0o £~ 140 1
2.18

_ 4n—3
Un = 5=5n

Zauwazmy najpierw, ze mianownik utamka jest rowny 0 dla n = g. Zatem dla kazdegon € Nin>1

zatozenia twiedzenia 2 sg spelnione.

Podzielmy licznik i mianownik przez n:

S
3
3 |w

3
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=5

Up =
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Korzystajac z twierdzen 1 i 2, otrzymujemy:

. limy— 0o 4—=limp— 0o % 4—0 4

Mianownik powyzszego ulamka jest rowny 0 < n® = 3 < n = /3, czyli dla liczby niewymiernej.

Zatem dla kazdego n € N i n> 1 zalozenia twiedzenia 2 sa spelnione.

Podzielmy licznik i mianownik przez n3:

1 1

n2 1
3 3 n 3
R n n n
Un = 75 —n3 = 37
233 n3

3

n

Korzystajac z twierdzen 11 2, otrzymujemy:

. limy,— 0o %—limn_,oo % 0—0 0
= ne = - = = =
limy, o0 tn = limyn 00 %flimnﬁoo 1~ 0-1 1 0
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2n3—4n—1

Un = 6n-+3n2—n3

Zbadajmy najpierw dla jakich n mianownik powyzszego utamka jest rowny O:

6n + 3n? —n3 =0

n6+3n—n?)=0&n=0V -n?*+3n+6=0

A=3>—-4-(-1)-6=9+24=233

VA =+/33

, czyli oba pierwiastki powyzszego trojmianu sa liczbami niewymiernymi. Zatem dla kazdego

n € N i n> 1 zalozenia twiedzenia 2 sa spelnione.

Podzielmy licznik i mianownik przez n3:

Uy —

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy:

l. o limwtaooQ—limnaooT;%—limnaoonflg _2-0-0 _ 2 __ 2
oot = G im0 8 —limnoel | 0F0-1 =1

2.21



(n—1)(n+3)

Un = 3,215

Zauwazmy najpierw, ze mianownik zawsze jest dodatni (wiekszy lub rowny 5). Przeksztalémy wiec

wyraz ogolny:

n?2+3n—n—3 __ n?+42n—3
3n2+5 T 3n2+5

Up =

Podzielmy licznik i mianownik przez n?:

2
n 2n 3 2 3
w — nZtn?TRr _ tnTie
n 3n2 5 - 3+i
2 T2 n2

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy:

lzm W = limn—»ool‘f'limn—»oo%—limn—)oon% _ 1+0—0 _ l
n—rootn Limn —s003-+Himn— o0 ~5 3-+0 3
2.22
P (2n—1)2
n = n—1)(3n+2)

Musi zachodzié:

dn — 140 A 3n+2#0
dn # 1 A 3n # —2
n#g A n#-%

Poniewaz n € N A n > 1, wiec powyzsze dwa warunki sg spelnione. Przeksztalémy teraz

wyraz ogblny ciagu:

W — An?—4n+1  _ 4n’—4n+1
n 7T 12n248n—3n—2 ~  12n245n—2
Podzielmy licznik i mianownik przez n?:
an? 4 1 4,1
w — af_aitnr _ ATatoy
m T 12n2 | 5 2 5_ 2
ng +n7721_n72 12+n n?2

Korzystajac z twierdzen 1 i 2 otrzymujemy:

. . 4 .
limnp s ood—limnp 00 — +Hlimn o 2

. _ n _ 4-0+0 4 _1
L o0tn = limn o012+ limn 00 5 —limn 0o 25~ 1240-0 — 12 7 3
2.23

2n—1)3
U, = (2n—1)

(4n—1)2(1-5n)
Musi zachodzié:

(4n —1)*(1—=5n) #0 (1)
dn—140 A 1—5n#0



dn # 1 A bn # 1

1 1
Poniewaz n € N A n > 0, wigc nierownos$¢ (1) zawsze jest spetniona.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciagu:

(2n=1)3  (2n)3-3-(2n)%143:2n-12—13 _ 8n3—12n246n-1 __ 8n3—12n246n—1
4n—1)2(1-5n)  [(4n)?2—2-4n-1+12](1—5n) =~ (16n2—8n+1)(1—5n) = 16n?—80n3—8n+40n?+1—5n

___ 8n3—12n%46n-1
T —80n3+56n2—13n+1

Un = 7

Podzielmy licznik i mianownik przez n?:
gnd _12n2 | 6 1 12, 6 _ 1
PR St s b B N B
n T —80n3 | 56n2 _ 13 1 56 13, T
n3’n "Fdn’g _Tgl'i‘nig 80+ n n2 +n3

Korzystajac z twierdzen 1 i 2 otrzymujemy:

12 . 6 : 1
T"!‘llmn*)oonig_llmn*)oonig o 8—0+0—0 8 1

1imn — 00 8—1liMmn— 0o "
limin— 00 —80+1imn s 00 20 —limp 0 13 +limn oo 3y~ —80+0-0+0 — 80 10

2.24

-3 _ 10
Un =3, vn

Musi zachodzi¢ warunek n > 0 a poniewaz n € N A n > 0, wiec warunek ten jest spelniony.
Zatem wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.
Korzystajac z twierdzenia 1 mamy:

iy, —yoolUpy = limn_wo% — limnﬁoo\l/—% =0-0=0

2.25

Musi zachodzié:

2n—1#0

2n # 1

Poniewaz n € N A n > 0, wiec warunek ten zawsze jest spelniony i wszystkie wyrazy ciagu {u,}
sa okreslone.

Podzielmy licznik i mianownik przez n:



1
(—)n (—)n 2+ dla n parzystego

— n — n — 2
un_ 2n - -

- dla n nieparzystego
Korzystajac z twierdzen 1 i dwa mamy:

. 1
limnp_s 0o n

. i T dla n parzystego
llmn—moun = 9 "
lr“””'n—)oo_l

n—— dla n nieparzystego

L limp—002—1iMp—s 00

n

. QOTO =0 dla n parzystego
hmn—moun =

0 o .
575 = 0 dla n nieparzystego

) \
czyli:

2.26

= (5071)?

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N A n > 0 mianownik dowolnego wyrazu ciagu jest > 0 a co
za tym idzie kazdy wyraz ciggu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz wyraz ogdlny ciagu:

W, = <2n—3)2 _ 4n2-—12n49
n 7 \3n+1 T 9n246n+1

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez n?:

2
an? _12n 9 4 12, 9
U’n — n22 n2 +n2 — 76L+q2
9nZ | 6n 1 94641
n2 +n2+n2 n ' n?

Korzystajac z twierdzen 1 i 2 otrzymujemy:

MMnsoolln = i 0 im0 S Himn ooy 97040
2.27

_ (5n—2)\3
Un = <3n71)

Zbadajmy najpierw dla jakiego n mianownik utamka jest rowny 0:
n—1=0

3n=1



1
n=3

A wiec dla kazdego n € N A n > 0 kazdy wyraz ciagu jest okreslony.

Przeksztalémy teraz wyraz ogdlny ciagu:

W — <5n_2)3 _ 125n3-3-(2512)-24+3-5n:4—8 __ 125n3—150n2+60n—8
7 \3n—1 27n3—3-(9n?)-143-3n-1-1 ~  27Tn3—-27n2+4+9n—1
Podzielmy licznik i mianownik przez n?:
12513 _ 15002 | 60 8 150 , 60 _ 8
S matter: M ;A S S
n T 2tn3 _27n2 | 9 1 27,9 1
'VLTSL - 7L73l +7L7731_7L73 2 n +”2 n3

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy:

I _ limny00125—limn o0 120 Hlimn 00 99 —limn oo 5 195 040-0 _ 125
M —ooltn = limnHOQQ'?—limnHoo%—i—limnﬂw%—limnﬁoon% o 27-0+0-0 27
2.28

W — (v/n+3)2

nT ptl

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N A n > 0 mianownik dowolnego wyrazu ciggu jest r6zny od 0 oraz
wyrazenie podpierwiastkowe jest wieksze od 0 a co za tym idzie kazdy wyraz ciagu {u,} jest
okreslony.
Przeksztalémy teraz wyraz ogblny ciggu:

(Vn+3)2 _ n+6y/n+9

Un = n+l n+1

Podzielmy licznik i mianownik przez n:

6V, 9 6,9
%+6;{Hl+% 1+\/ﬁ'\/15+; _ 1+ﬁl+g
%-‘-; 1+ 1+

Up =

Korzystajac z twierdzen 11 2 mamy:

tMn—oolin = im0 1 Himn o0 L =1 T
2.29

_ a2
Un = 3n+5

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N A n > 0 mianownik dowolnego wyrazu ciggu jest r6zny od 0 oraz
wyrazenie podpierwiastkowe jest wieksze od 0 a co za tym idzie kazdy wyraz ciagu {u,} jest
okreslony.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu dzielaé¢ licznik i mianownik przez n:

Vi 2 12

U = §_% _ Vny/n o n n n
n= 3n b — 5 = 5
St 3+a ta

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy:



tMn—ooln = 7 s im0 ® 340 3

Zauwazmy, ze przy rosnacym do nieskoniczonosci n, kolejne wyrazy ciagu {u,} rowniez rosna

do nieskonczonosci a wiec lim,, oo, = 00.

2.31

(—0’8)”
2n—>5

Uy =
Korzystajac z twierdzenia 3 widzimy, ze dla n — oo licznik powyzszego utamka dazy do 0, natomiast

mianownik dazy do oco. Zatem lim,, o u, = 0.

2.32

2—5n—10n2

Un = —3, 115

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N A n > 0 mianownik dowolnego wyrazu ciagu jest réozny od 0,
zatem kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.
Podzielmy licznik i mianownik ciagu {u, } przez najwyzsza potege zmiennej naturalnej n wystepujaca

w mianowniku:

2 _5n_ 10 2
Up = R_S%_lzs = —1071—1?54—7
n
n Tt 3+

Zatem widzimy, ze dla n — oo licznik utamka dazy do —oo natomiast mianownik dazy do 3.

A wiec ciag {u,} dazy do —oc.

2.33

_ 2n4(=D)"

Up "

Dla kazdego n € N A n > 0 mianownik powyzszego utamka jest r6zny od 0, wiec kazdy wyraz
ciagu {u,} jest okreslony.

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez n:

2n , (=1)" (="
it 2
T 1

n

Up =



Korzystajac z twierdzen 11 2 mamy:

n
. limp— oo 24-limnp— oo =L 240
limy, ooty = T = = 2

2.34
V14+2n2—/14+4n2

Up = n

Dla kazdego n € N A n > 0 zaré6wno wyrazenia pod pierwiastkami sa nieujemne oraz
mianownik utamka jest rozny od 0, a wiec kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.
Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:

w, = \/1+2n2ﬂ/1+4n2 /14;22712 \/1+4n2 \/# Lo \/# 14

Widzimy teraz, ze przy n — oo pierwszy pierwiastek dazy do v/2, natomiast drugi dazy do

V4 = 2. Zatem korzystajac z twierdzenia 1 otrzymujemy:

2.35

3n—2
n+10

Uy —

Musi zachodzié

3n—2
n+10#0 A 55 =0
n # —10 N 3(n— —)(n—i— 10) 0

Widzimy, ze dlan € N A n > 0 oba powyzsze wyrazenia sg spetnione a wiec kazdy wyraz ciggu
{u,} jest okreslony.
Podzielmy teraz licznik i mianownik wyrazenia podpierwiastkowego przez n:

\/n+10 \/1+10

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy, ze wyrazenie podpierwiastkowe dazy do 3.

Zatem lim, oott, = V3

n—1
8n+10

Uy = ¢

Musi zachodzié

8n+10#0 A nlo>(

8n+10 —



n#—3 A (n—1)-8-(n+ %
n# -2 A (n—1)-8-(n+2)
Widzimy, ze dlan € N A n > 0 oba powyzsze wyrazenia sa spetnione a wiec kazdy wyraz ciagu
{u,} jest okreslony.

Podzielmy teraz licznik i mianownik wyrazenia podpierwiastkowego przez n:

n_ 1—-1
Un = || sipio = {/ g7t
Wt 8+

Korzystajac z twierdzen 11 2 otrzymujemy, ze wyrazenie podpierwiastkowe dazy do:

SJF -

1-1 l'imnﬁool h’mn%o

1
- n 1
n — - — =

A zatem limn_mun = \/; = 5

2.37

Uy =
Zauwazmy najpierw, ze dlan € N A n > 0 zaré6wno wyrazenie podpierwiastkowe w liczniku
jest nieujemne oraz mianownik utamka jest rézny od 0. Zatem kazdy wyraz ciagu {u,} jest
okreslony.

Podzielmy teraz licznik i mianownik utamka przez n:

NN e
_

—_ n
Up = 3n—2 3-2
n ’rL 7L

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczmy granice ciagu {u,, }:

L — lzmnﬁoo\/ui“ \/m \/limnqmulimn_mj—z _ VI 1
n—ooHn limp— o0 (3— 2 T limp—oo3— lzmnﬁoo 3—0 3 3
2.38
_ Vn2-1
Un = 35
n°+1

Zauwazmy najpierw, ze dlan € N A n > 0 oba wyrazenia podpierwiastkowe sg nieujemne
oraz mianownik utamka jest rozny od 0. Zatem kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Podzielmy licznik i mianownik przez n:

Vn2-1 n2-1 n 1—-L

1

72
3/.3 - 3 1
o T et ¢+%, ek

n n

Up =

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciagu w,:



limn o0y /1= B limn—oo (1= ) A1 )
=1=

Limn— o0 %/H,%s wimn%@(un%) J1r0
2.39
Un = own
Musi zachodzi¢: 8n*—n>0 (1) V83—n—n#0 (2)
n(8n*—1) >0

Widzimy wiec, ze dlan € N A n > 0, warunek (1) jest spetniony.

- nZ?n-(Sl—l—%):2n.(3 Z_l)zgn.(%.\?’/?_l):

3/Q03 _ o — 9 . 3/1
83 —n—n=2n 18 S

(Vi1 >0 (YT-1) =0
Zatem warunek (2) rowniez jest spetniony.
Czyli kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Podzielmy teraz licznik i mianownik utamka {u,} przez n:

u = ﬂ = 1 = 1
n \/8n —n—n \/8n -n_n \/8n3—n 1 \/8_7_1

n

Korzystajqc z tw1erdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciagu {u,}:

limy— ool 1 1

= =
limmn—s 0o %/877%27%711”%001 \/sznHOOS lzmn%oo i \/8 -1 2—-1

2.40
Up = ———r
n VAan2+Tn—2n
Zauwazmy, ze dlan € N A n > 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie. Ponadto mianownik
tego utamka musi by¢ réozny od 0. Ponadto mamy
VAn? +mn —2n > V4n?2 —2n=2n—2n =0
czyli mianownik zawsze jest rozny od 0. Zatem kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Przeksztatémy ogolny wyraz ciagu {u,} korzystajac z wzoru:

_ a*=b?
a—b= a+b
W = 1 _ VAn24+Tn42n _ V4An2+Tn+2n
T (Van247n)2—(20)2 T 4n?4+Tn—4n? T ™
\/4n2+7n+2n

Podzielmy teraz licznik i mianownik utamka przez n:
4n2+7n

2 4an2 | 7n
- +7n:\/n2+n2+2_ 4+142

n 7 - 7
n

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciaggu:

10



li Ui 4142 limpseor/A+ T Himn 002 A/ limnsoodtlimn oo 2 JAT042 242 4
UMp—oolUn = 1Mp—co 7 - - - 7 A 7

limn oo 7 7
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