
Tw. 1.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an + bn} ma granic¦ a+b.

Tw. 2.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an − bn} ma granic¦ a-b.

Tw. 3.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an · bn} ma granic¦ a·b.

Tw. 4.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a, ci¡g {bn} ma granic¦ b, przy czym »aden z wyrazów ci¡gu {bn}

nie równa si¦ zeru, ani te» jego granica b nie jest równa zeru, to ci¡g {an
bn
} ma granic¦ a

b
.

Tw. 5.

Ci¡g o wyrazie ogólnym un = qn ma sko«czon¡ granic¦ tylko dla −1 < q ≤ 1, przy czym:

a). Je»eli −1 < q < 1, to limn→∞q
n = 0

b). Je»eli q = 1, to qn = 1, wi¦c limn→∞q
n = 1

Tw. 6.

Je»eli ci¡g {an} o wyrazach nieujemnych ma granic¦ a, to ci¡g { p
√
an}, gdzie p jest ustalon¡

liczb¡ naturaln¡, ma granic¦ p
√
a.

Tw. 7. O trzech ci¡gach

Je»eli wyrazy ogólne trzech ci¡gów {an}, {un}, {bn} speªniaj¡ dla n ≥ n0 nierówno±¢:

an ≤ un ≤ bn

i je»eli ci¡gi {an}, {bn} maj¡ wspóln¡ granic¦ g, tzn:

limn→∞an = limn→∞bn = g

to ci¡g {un} ma t¦ sam¡ granic¦, czyli:

limn→∞un = g

Wzór 1:

limn→∞
n
√
a = 1, dla a > 0

Wzór 2:

limn→∞(1 + an)
1
an = e, je»eli limn→∞an = 0 i an 6= 0

2.41

1



un =
√
n + 2−

√
n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 oba wyra»enia podpierwiastkowe s¡ dodatnie. Zatem ka»dy

wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru: a− b = a2−b2
a+b

un =
√
n+2

2−
√
n
2

√
n+2+

√
n

= n+2−n√
n+2+

√
n

= 2√
n+2+

√
n

Widzimy, »e dla n→∞ licznik jest równy 2 natomiast mianownik d¡»y do ∞, czyli caªy uªamek

d¡»y do 0, a wi¦c limn→∞ un = 0.

2.42

un =
√
n2 + n− n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest dodatnie, wi¦c ka»dy

wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru: a− b = a2−b2
a+b

un =
√
n2+n

2−n2
√
n2+n+n

= n2+n−n2
√
n2+n+n

= n√
n2+n+n

Podzielmy teraz licznik i mianownik powy»szego uªamka przez n:

un =
n
n√

n2+n
n

+n
n

= 1√
n2

n2+
n
n2+1

= 1√
1+ 1

n
+1

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞ un = limn→∞ 1

limn→∞
√

1+ 1
n
+limn→∞ 1

= 1√
limn→∞ 1+limn→∞

1
n
+1

= 1√
1+0+1

= 1
2

2.43

un = n−
√
n2 + 5n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest dodatnie, wi¦c ka»dy

wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru: a− b = a2−b2
a+b

un = n2−
√
n2+5n

2

n+
√
n2+5n

= n2−n2−5n
n+
√
n2+5n

= −5n
n+
√
n2+5n

Podzielmy teraz licznik i mianownik powy»szego uªamka przez n:

un =
−5n
n

n
n
+

√
n2+5n
n

= −5

1+

√
n2

n2+
5n
n2

= −5
1+
√

1+ 5
n

2



Korzystaj¡c z twierdze« 1, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞ un = limn→∞−5
limn→∞ 1+limn→∞

√
1+ 5

n

= −5
1+
√

limn→∞ 1+limn→∞
5
n

= −5
1+
√
1+0

= −5
2

2.44

un =
√

3n2 + 2n− 5− n
√

3

Musi zachodzi¢:

3n2 + 2n− 5 ≥ 0 (1)

∆ = 22 − 4 · 3 · (−5) = 3 + 60 = 64

n1 = −2−
√
64

2·3 n2 = −2+
√
64

2·3

n1 = −2−8
6

n2 = −2+8
6

n1 = −10
6

n2 = 6
6

n1 = −5
3

n2 = 1

Z powy»szego rysunku odczytujemy, »e:

(1)⇔ n ∈ (−∞;−5
3
> ∪ < 1;∞)

3



Poniewa» n ∈ N i n> 0, wi¦c warunek (1) zawsze jest speªniony a tym samym ka»dy wyraz

ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu korzystaj¡c z wzoru: a− b = a2−b2
a+b

un =
√
3n2+2n−52−(n

√
3)2√

3n2+2n−5+n
√
3

= 3n2+2n−5−3n2
√
3n2+2n−5+n

√
3

= 2n−5√
3n2+2n−5+n

√
3

Podzielmy teraz licznik i mianownik powy»szego uªamka przez n:

un =
2n−5

n√
3n2+2n−5+n

√
3

n

=
2− 5

n√
3n2

n2 + 2n
n2−

5
n2+
√
3

=
2− 5

n√
3+ 2

n
− 5

n2+
√
3

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞ un =
limn→∞ 2−limn→∞

5
n

limn→∞

√
3+ 2

n
− 5

n2+limn→∞
√
3

= 2−0√
limn→∞ 3+limn→∞

2
n
−limn→∞

5
n2+
√
3

= 2√
3+0−0+

√
3

=

= 2
2
√
3

= 1√
3

4



2.45

un = 3n−
√

9n2 + 6n− 15

Musi zachodzi¢:

9n2 + 6n− 15 ≥ 0 (1)

∆ = 62 − 4 · 9 · (−15) = 36 + 36 · 15 = 36 + 540 = 576
√

∆ =
√

576 = 24

n1 = −6−24
2·9 n2 = −6+24

2·9

n1 = −30
18

n2 = 18
18

n1 = −5
3

n2 = 1

Widzimy wi¦c, »e dla n ∈ N i n> 0 warunek (1) jest speªniony a tym samym ka»dy wyraz

ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru: a− b = a2−b2
a+b
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un = (3n)2−
√
9n2+6n−152

3n+
√
9n2+6n−15 = 9n2−9n2−6n+15

3n+
√
9n2+6n−15 = −6n+15

3n+
√
9n2+6n−15

Podzielmy licznik i mianownik powy»szego uªamka przez n:

un =
−6n
n

+ 15
n

3n
n
+

√
9n2+6n−15

n

=
−6+ 15

n

3+

√
9n2

n2 + 6n
n2−

15
n2

=
−6+ 15

n

3+

√
9+ 6

n
− 15

n2

Korzystaj¡c z twiedze« 1, 2, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞ un = limn→∞
−6+ 15

n

3+

√
9+ 6

n
− 15

n2

=
limn→∞(−6)+limn→∞

15
n

limn→∞ 3+limn→∞

√
9+ 6

n
− 15

n2

= −6+0

3+

√
limn→∞ 9+limn→∞

6
n
−limn→∞

15
n2

=

= −6
3+
√
9+0−0 = −6

3+3
= −6

6
= −1

2.46

un = 3
√
n3 + 4n2 − n

Najpierw zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkwe jest zawsze dodatnie,

a wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu korzystaj¡c z wzoru:

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

a− b = a3−b3
a2+ab+b2

un = ( 3√n3+4n2)3−n3

( 3√n3+4n2)2+ 3√n3+4n2·n+n2
= n3+4n2−n3

3
√

(n3+4n2)2+ 3
√

(n3+4n2)·n3+n2
= 4n2

3
√

(n3+4n2)2+ 3√n6+4n5+n2

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez n2:

un =
4n2

n2
3√

(n3+4n2)2

n2 +
3√

n6+4n5

n2 +n2

n2

= 4

3

√
(n3+4n2)2

n6 + 3

√
n6+4n5

n6 +1

= 4

3

√
(n3+4n2)2

(n3)2
+ 3

√
n6

n6+
4n5

n6 +1
=

= 4

3

√
(n

3+4n2

n3 )2+ 3
√

1+ 4
n
+1

= 4
3
√

(1+ 4
n
)2+ 3
√

1+ 4
n
+1

= 4

3

√
1+2·1· 4

n
+ 16

n2+
3
√

1+ 4
n
+1

= 4

3

√
1+ 8

n
+ 16

n2+
3
√

1+ 4
n
+1

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞ un = limn→∞ 4

limn→∞ 3

√
1+ 8

n
+ 16

n2+limn→∞
3
√

1+ 4
n
+limn→∞ 1

=

= 4

3

√
limn→∞ 1+limn→∞

8
n
+limn→∞

16
n2+

3
√

limn→∞ 1+limn→∞
4
n
+1

= 4
3√1+0+0+ 3√1+0+1

= 4
1+1+1

= 4
3

2.47

un = n 3
√

2− 3
√

2n3 + 5n2 − 7

Zauwa»my, »e dla n = 1 wyra»enie podpierwiastkowe jest równe 0, natomiast dla n ∈ N i n> 1

jest ono dodatnie. Zatem wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu korzystaj¡c z wzoru:

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

6



a− b = a3−b3
a2+ab+b2

un = (n 3√2)3−( 3√2n3+5n2−7)3

(n 3√2)2+n 3√2· 3
√
2n3+5n2−7+( 3√2n3+5n2−7)2 = 2n3−2n3−5n2+7

n2· 3
√
4+n· 3

√
4n3+10n2−14+ 3

√
(2n3+5n2−7)2

=

= −5n2+7

n2· 3
√
4+n· 3

√
4n3+10n2−14+ 3

√
(2n3+5n2−7)2

Podzielmy licznik i mianownik przez n2:

un =
−5n2

n2 + 7
n2

n2· 3
√
4

n2 +n· 3
√

4n3+10n2−14

n2 +
3√

(2n3+5n2−7)2

n2

=
−5+ 7

n2

3√4+ 3

√
4n3+10n2−14

n3 + 3

√
(2n3+5n2−7)2

(n3)2

=

=
−5+ 7

n2

3√4+ 3

√
4+ 10

n
− 14

n3+
3

√
( 2n

3

n3 + 5n2

n3 −
7
n3 )

2

=
−5+ 7

n2

3√4+ 3

√
4+ 10

n
− 14

n3+
3

√
(2+ 5

n
− 7

n3 )
2

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2, 3, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞ un =
limn→∞(−5)+limn→∞

7
n2

limn→∞
3√4+limn→∞ 3

√
4+ 10

n
− 14

n3+limn→∞ 3

√
(2+ 5

n
− 7

n3 )
2

=

= −5+0
3√4+ 3

√
limn→∞ 4+limn→∞

10
n
−limn→∞

14
n3+

3

√
(limn→∞ 2+limn→∞

5
n
−limn→∞

7
n3 )

2

= −5
3√4+ 3√4+0−0+ 3

√
(2+0−0)2

= −5
3√4+ 3√4+ 3√4 = − 5

3· 3
√
4

2.48

un = 4n−1−5
22n−7

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 liczba 22n jest zawsze liczb¡ parzyst¡ natomiast 7 jest

liczb¡ nieparzyst¡. A wi¦c mianownik powy»szego uªamka jest zawsze ró»ny od 0 a tym samym

ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un = 4n−1−5
22n−7 = 4n÷4−5

(22)n−7 =
1
4
·4n−5
4n−7 =

1
4
− 5

4n

1− 7
4n

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞ un =
limn→∞

1
4
−limn→∞

5
4n

limn→∞ 1−limn→∞
7
4n

=
1
4
−0

1−0 = 1
4

2.49

un = 5·32n−1
4·9n+7

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest zawsze wi¦kszy od 0 a tym

samym ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un = 5·32n−1
4·9n+7

= 5·(32)n−1
4·9n+7

= 5·9n−1
4·9n+7

=
5− 1

9n

4+ 7
9n

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

7



limn→∞ un =
limn→∞ 5−limn→∞

1
9n

limn→∞ 4+limn→∞
7
9n

= 5−0
4+0

= 5
4

= 11
4

2.50

un = 3·22n+2−10
5·4n−1+3

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest zawsze wi¦kszy od 0 a tym

samym ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un = 3·22n·22−10
5·4n÷4+3

= 12·(22)n−10
5
4
·4n+3

= 12·4n−10
5
4
·4n+3

=
12− 10

4n
5
4
+ 3

4n

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞ un =
limn→∞ 12−limn→∞

10
4n

limn→∞
5
4
+limn→∞

3
4n

= 12−0
5
4
+0

= 12 · 4
5

= 48
5

2.51

un = −8n−1

7n+1

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest zawsze wi¦kszy od 0 a tym

samym ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un = −8n÷8
7n·7 = − 8n

7n·7·8 = − 1
56
· 8n
7n

= − 1
56
· (8

7
)n

Korzystaj¡c z twierdzenia 3 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞ un = limn→∞(− 1
56

) · limn→∞(8
7
)n = − 1

56
· ∞ = −∞

Czyli ci¡g ten jest rozbie»ny do −∞.

2.52

un = 2n+1−3n+2

3n+2

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest zawsze wi¦kszy od 0 a tym

samym ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un = 2n+1

3n+2 − 3n+2

3n+2 = 2n·2
3n·32 − 1 = 2

9
· (2

3
)n − 1

Korzystaj¡c z tw. 2, 3, 5 obliczamy granic¦ ci¡gu:

8



limn→∞ un = limn→∞(2
9
· (2

3
)n)− limn→∞ 1 = limn→∞

2
9
· limn→∞(2

3
)n − 1 = 2

9
· 0− 1 = −1

2.53

un = (3
2
)n · 2n+1−1

3n+1−1

Zauwa»my najpierw, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik drugiego uªamka jest wi¦kszy od 0, wi¦c

wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un = 3n

2n
· 2n·2−1
3n·3−1 =

2− 1
2n

3− 1
3n

Korzystaj¡c z twierdze« 2 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un =
limn→∞2−limn→∞

1
2n

limn→∞3−limn→∞
1
3n

= 2−0
3−0 = 2

3

2.54

un = n
√

3n + 2n

Wyra»enie podpierwiastkowe jest dla n ∈ N i n≥ 1 zawsze wi¦ksze od 0 a wi¦c wszystkie

wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Ponadto zachodzi nierówno±¢:

3n < 3n + 2n < 3n + 3n

m
n
√

3n < n
√

3n + 2n < n
√

3n + 3n

3 < n
√

3n + 2n < n
√

2 · 3n

3 < n
√

3n + 2n < 3 · n
√

2

Zatem wyrazy badanego ci¡gu {un} s¡ zawarte mi¦dzy odpowiednimi wyrazami ci¡gów

an = 3 i bn = 3 · n
√

2

Korzstaj¡c z twierdzenia 3 i wzoru 1 obliczamy granice tych ci¡gów:

limn→∞an = limn→∞3 = 3

limn→∞bn = limn→∞3 · n
√

2 = limn→∞3 · limn→∞
n
√

2 = 3 · 1 = 3

Korzystaj¡c z twierdzenia 7 o trzech ci¡gach otrzymujemy:

limn→∞un = 3

9



2.55

un = n
√

10n + 9n + 8n

Wyra»enie podpierwiastkowe jest dla n ∈ N i n≥ 1 zawsze wi¦ksze od 0 a wi¦c wszystkie

wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Ponadto zachodzi nierówno±¢:

10n < 10n + 9n + 8n < 10n + 10n + 10n

m
n
√

10n < n
√

10n + 9n + 8n < n
√

3 · 10n

10 < n
√

10n + 9n + 8n < 10 · n
√

3

A wi¦c wyrazy badanego ci¡gu {un} s¡ zawarte mi¦dzy odpowiednimi wyrazami ci¡gów an = 10

i bn = 10 n
√

3. Granice tych ci¡gów wynosz¡ (korzystamy z tw. 3 i wzoru 1):

limn→∞an = limn→∞10 = 10

limn→∞bn = limn→∞(10 · n
√

3) = limn→∞10 · limn→∞
n
√

3 = 10 · 1 = 10

Korzystaj¡c teraz z twierdzenia 7 o trzech ci¡gach otrzymujemy:

limn→∞un = 10

2.56

un =
n
√

10100 − n

√
1

10100

Oba wyra»enia podpierwiastkowe s¡ wi¦ksze od 0 a wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Korzystaj¡c z tw. 2 i wzoru 1 mamy:

limn→∞un = limn→∞(
n
√

10100 − n

√
1

10100
) = limn→∞

n
√

10100 − limn→∞
n

√
1

10100
= 1− 1 = 0

2.57

un = n

√
(2
3
)n + (3

4
)n

Wyra»enie podpierwiastkowe jest dla n ∈ N i n≥ 1 dodatnie a wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Po sprowadzeniu uªamków do wspólnego mianownika dostajemy:

un = n

√
( 8
12

)n + ( 9
12

)n

Zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

10



( 9
12

)n < ( 8
12

)n + ( 9
12

)n < ( 9
12

)n + ( 9
12

)n

m
n

√
( 9
12

)n < n

√
( 8
12

)n + ( 9
12

)n < n

√
2 · ( 9

12
)n

9
12

< n

√
( 8
12

)n + ( 9
12

)n < 9
12
· n
√

2

A wi¦c wyrazy badanego ci¡gu {un} s¡ zawarte mi¦dzy odpowiednimi wyrazami ci¡gów an = 9
12

i bn = 9
12

n
√

2. Granice tych ci¡gów wynosz¡ (korzystamy z tw. 3 i wzoru 1):

limn→∞an = limn→∞
9
12

= 9
12

limn→∞bn = limn→∞( 9
12
· n
√

2) = limn→∞
9
12
· limn→∞

n
√

2 = 9
12
· 1 = 9

12

Korzystaj¡c teraz z twierdzenia 7 o trzech ci¡gach otrzymujemy:

limn→∞un = 9
12

2.58

un = 1+2+3+...+n
n2

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest niezerowy, wi¦c ka»dy wyraz ci¡gu {un}

jest okre±lony. Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.59:

1 + 2 + 3 + ... + n = n·(n+1)
2

Mamy wi¦c:

un = (1 + 2 + 3 + ... + n) · 1
n2 = n·(n+1)

2
· 1
n2 = n2+n

2n2 =
1+ n

n2

2
=

1+ 1
n

2

Korzystaj¡c z tw, 1 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un =
limn→∞1+limn→∞

1
n

limn→∞2
= 1+0

2
= 1

2

2.59

un = 12+22+...+n2

n3

Na pocz¡tku zauwa»my, »e dla ka»dego n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest niezerowy,

wi¦c ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.56:

12 + 22 + ... + n2 = n3

3
+ n2

2
+ n

6

un = (12 + 22 + ... + n2) · 1
n3 = (n

3

3
+ n2

2
+ n

6
) · 1

n3 = n3

3n3 + n2

2n3 + n
6n3 = 1

3
+ 1

2n
+ 1

6n2

Korzystaj¡c z twierdzenia 1 obliczamy granic¦ ci¡gu:

11



limn→∞un = limn→∞
1
3

+ limn→∞
1
2n

+ limn→∞
1

6n2 =1
3

+ 0 + 0 = 1
3

2.60

un = 13+23+...+n3

n4

Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest niezerowy,

wi¦c ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.62:

13 + 23 + ... + n3 = (n(n+1)
2

)2

un = (13 + 23 + ... + n3) · 1
n4 = (n(n+1)

2
)2 · ( 1

n2 )2 = (n(n+1)
2
· 1
n2 )2 = (n

2+n
2n2 )2 = n4+2n3+n2

4n4 =
1+ 2n3

n4 +n2

n4

4
=

=
1+ 2

n
+ 1

n2

4

Korzystaj¡c z twierdzenia 1 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un =
limn→∞1+limn→∞

2
n
+limn→∞

1
n2

limn→∞4
= 1+0+0

4
= 1

4

2.61

un =
1+ 1

2
+ 1

4
+...+ 1

2n

1+ 1
3
+ 1

32
+...+ 1

3n

Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest wi¦kszy od 1, wi¦c ka»dy

wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Nast¦pnie zauwa»my, »e licznik tego uªamka jest n-t¡ sum¡ cz¡stkow¡ ci¡gu geometrycznego,

w którym a1 = 1 oraz q = 1
2
. Podobnie mianownik tego uªamka jest n-t¡ sum¡ cz¡stkow¡ ci¡gu

geometrycznego, w którym a1 = 1 oraz q = 1
3
. W zadaniu 1.61 udowodnili±my, »e n-ta suma

cz¡stkowa post¦pu geometrycznego wynosi:

Sn = a1 · q
n−1
q−1 , dla q 6= 1

Zastosujmy ten wzór do naszego uªamka:

un =
1·

( 12 )n−1

1
2−1

1·
( 13 )n−1

1
3−1

=

( 12 )n−1

− 1
2

( 13 )n−1

− 2
3

=
−2·[( 1

2
)n−1]

− 3
2
·[( 1

3
)n−1] = 4

3
· (

1
2
)n−1

( 1
3
)n−1 = 4

3
· 1−

1
2n

1− 1
3n

Korzystaj¡c z tw. 2, 3 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞
4
3
· limn→∞1−limn→∞

1
2n

limn→∞1−limn→∞
1
3n

= 4
3
· 1−0
1−0 = 4

3

12



2.62

un = 1+a+a2+...+an

1+ 1
4
+ 1

16
+...+ 1

4n

Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego n ∈ N i n≥ 1 mianownik uªamka jest wi¦kszy od 1, wi¦c ka»dy

wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Nast¦pnie zauwa»my, »e licznik tego uªamka jest n-t¡ sum¡ cz¡stkow¡ ci¡gu geometrycznego,

w którym a1 = 1 oraz q = a. Podobnie mianownik tego uªamka jest n-t¡ sum¡ cz¡stkow¡ ci¡gu

geometrycznego, w którym a1 = 1 oraz q = 1
4
. W zadaniu 1.61 udowodnili±my, »e n-ta suma

cz¡stkowa post¦pu geometrycznego wynosi:

Sn = a1 · q
n−1
q−1 , dla q 6= 1

Zastosujmy ten wzór do mianownika uªamka i obliczmy granic¦ ci¡gu {un} dla a = 1:

un = 1+1+12+...+1n

1+ 1
4
+ 1

16
+...+ 1

4n
= n+1

1·
( 14 )n−1

1
4−1

= n+1
1
4n
−1

− 3
4

= (n + 1) · −
3
4

1
4n
−1 = (n + 1) · 3

4
· 1
1− 1

4n

Korzystaj¡c z tw. 2, 3 i 4 dostajemy:

limn→∞un = limn→∞(n + 1) · limn→∞
3
4
· limn→∞1
limn→∞1−limn→∞

1
4n

=∞ · 3
4
· 1
1−0 =∞

A wi¦c dla a = 1 ci¡g jest rozbie»ny do niesko«czono±ci.

Zastosujmy teraz wzór na sum¦ cz¡stkow¡ do licznika i mianownika uªamka ci¡gu {un} dla a 6= 1:

un =
1·a

n−1
a−1

1·
( 14 )n−1

1
4−1

=
an−1
a−1
1
4n
−1

− 3
4

= an−1
a−1 ·

− 3
4

1
4n
−1 = 1−an

1−a ·
3
4
· 1
1− 1

4n

Korzystaj¡c z twierdze« 2, 3 i 4 obliczamy granic¦:

limn→∞un = limn→∞1−limn→∞an

limn→∞1−limn→∞a
· limn→∞

3
4
· limn→∞1
limn→∞1−limn→∞

1
4n

= 1−limn→∞an

1−a ·3
4
· 1
1−0 = 3

4
· 1−limn→∞an

1−a

Na podstawie twierdzenia 5 oraz warunku a 6= 1 otrzymujemy, »e ci¡g o wyrazie ogólnym an ma

sko«czon¡ granic¦ dla dla −1 < a < 1 i wynosi ona 0, zatem granica ci¡gu {un} wynosi:

limn→∞un = 3
4
· 1−0
1−a = 3

4(1−a)

Podsumowuj¡c, ci¡g {un} jest ma sko«czon¡ granic¦ dla −1 < a < 1 i wynosi ona 3
4(1−a) , natomiast

dla |a| ≥ 1 ci¡g jest rozbie»ny.

2.63

un = 1
nk + 2

nk + ... + n
nk

Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego n ∈ N , n≥ 1 i k ∈ C mianownik uªamków jest dodatni, wi¦c

ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Poniewa» wszystkie uªamki maj¡ wspólny mianownik, wi¦c wyraz ogólny ci¡gu mo»emy zapisa¢:
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un = 1+2+...+n
nk

Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.59:

1 + 2 + ... + n = n(n+1)
2

un = 1+2+...+n
nk = 1

nk · n(n+1)
2

= n2+n
2nk

Dla k = 0 mamy:

un = n2+n
2n0 = n2+n

2·1 = n2+n
2

limn→∞un =∞

Dla k = 1 mamy:

un = n2+n
2n1 = n2+n

2n
= n+1

2

limn→∞un =∞

Dla k = 2 mamy:

un = n2+n
2n2 =

1+ 1
n

2

Korzystaj¡c z twierdze« 1 i 4 znajdujemy granic¦:

limn→∞un =
limn→∞1+limn→∞

1
n

limn→∞2
= 1+0

2
= 1

2

Dla k > 2 mamy:

un = n2+n
2nk =

n2

nk + n

nk

2
=

1

nk−2+
1

nk−1

2

Korzystaj¡c z twierdze« 1 i 4 znajdujemy granic¦:

limn→∞un =
limn→∞

1

nk−2+limn→∞
1

nk−1

limn→∞2
= 0+0

2
= 0

Dla k < 0 mamy:

un = n2+n
2nk = (n2+n)·n−k

2

Poniewa» w rtym przypadku licznik wraz z wzrostem n ro±nie nieograniczenie, wi¦c:

limn→∞un =∞

Podsumowuj¡c, dla k < 2 ci¡g jest rozbie»ny do plus niesko«czono±ci, dla k = 2 granic¡

ci¡gu jest 1
2
a dla k > 2 granic¡ ci¡gu jest 0.
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