Tw. 1.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, + b,} ma granice a+b.
Tw. 2.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, — b,} ma granice a-b.
Tw. 3.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, - b,} ma granice a-b.
Tw. 4.

Jezeli ciag {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym zaden z wyrazow ciagu {b,}

an

nie réwna si¢ zeru, ani tez jego granica b nie jest réwna zeru, to ciag {{
n

} ma granice ¢.
Tw. 5.

Ciag o wyrazie ogbdlnym u, = ¢" ma skonczong granice tylko dla —1 < ¢ < 1, przy czym:
a). Jezeli —1 < ¢ < 1, to lim, ,q" =0

b). Jezeli ¢ = 1, to ¢" = 1, wiec lim,_00q" = 1

Tw. 6.

Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciag {/a,}, gdzie p jest ustalona
liczba naturalng, ma granice /a.

Tw. 7. O trzech ciggach

Jezeli wyrazy ogolne trzech ciagow {a,}, {u,}, {b,} spemiaja dla n > ny nieré6wnosé:

an < u, <b,

i jezeli ciagi {a,}, {b,} maja wspolna granice g, tzn:

limy, oon = limy_00bn = ¢

to ciag {u,} ma te sama granice, czyli:

limy, _ooln = g

Wzér 1:

limy, oo /a=1,dlaa>0

Wzoér 2:

limy, oo (1 + an)ﬁ = e, jezeli lim,_,o0a, =01 a, #0
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Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 oba wyrazenia podpierwiastkowe sa dodatnie. Zatem kazdy
wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

(12—b2
a+b

Przeksztalémy wyraz ogolny ciagu {u,} korzystajac z wzoru: a — b =

W = vn+ 2*\/52 — _nt2-n_ _ 2
n Vn+2++/n Vn+24++y/n Vn+2+y/n

Widzimy, ze dla n — oo licznik jest réwny 2 natomiast mianownik dazy do oo, czyli caly utamek

dazy do 0, a wiec lim,, o, u, = 0.

2.42
U, =Vn?+n-—n

Zauwazmy, ze dla n € N i n> (0 wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie, wiec kazdy
wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

(12—b2
a+b

Przeksztalémy wyraz ogolny ciagu {u,} korzystajac z wzoru: a — b =

VnZin —n? — n%4+n—n?> — n
VnZ+n+n Vn24n+n  Vn?+n+tn

Up =

Podzielmy teraz licznik i mianownik powyzszego utamka przez n:

n

_ n _ 1 _ 1
T /240 0 2 - 1+L1+41
— \/2—2—}-%4-1 \/ +ot

U

n

Korzystajac z twierdzen 1, 4 1 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

limy oo 1 1 _ 1

_ _ 1 1

2.43
U, =n—vn?+5n

Zauwazmy, ze dla n € N i n> (0 wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie, wiec kazdy

wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

, 4 . . . _ a27b2
Przeksztalémy wyraz ogolny ciagu {u,} korzystajac z wzoru: a — b= =3
W = n2—vn245n" _ n?-n?-bn _ —5n

n n+vn2+5n n+vn2+5n n+vn2+5n

Podzielmy teraz licznik i mianownik powyzszego utamka przez n:

—=5n

— -5

_5 _
1+\/%+j—3 I+/14 5

Uy = n
2.5
n \/n +5n
Ry VRTTOn



Korzystajac z twierdzen 1, 4 i 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

limy o0 =5 _ =5 _ -5

2.44

Up = V302 +2n —5 —nV3

Musi zachodzié:
3n?+2n—-5>0 (1)
A:22—4-3-(—5):3+60:64

—2—v64 —2 64
= 2~:§;ﬁ ne = ;(
—2-8 —2+8
ny = 6 No = TJF
—10 6
=g 2=
ny = —g Ng = 1
T~
T3
-4
+3
+2
+1
| Il Il Il Il
T T T T
-3 -2 -1 2 3

7 powyzszego rysunku odczytujemy, ze:

(1) & ne(—o0;—2>U<1;00)

Nt



Poniewaz n € N i n> 0, wiec warunek (1) zawsze jest spelniony a tym samym kazdy wyraz

ciagu {u,} jest okreslony.

P k 1, ,l . k . . b o a2_b2
rzeksztat¢my teraz wyraz ogoOlny clagu korzystajac z wzoru: a — 0 = o)
- V3n212n—5"—(n\/3)? _ _3n’42n-5-3n> _ 2n—5

n V3nZ+2n—5+nV3 V3nZ4+2n—5+nV3 V3n2+2n—5+nV3

Podzielmy teraz licznik i mianownik powyzszego utamka przez n:

2n—>5 5 5

Uy = nn - = 2_H = 2_E

n V3n242n—5+nv3 5 92 5 5
B T+ -5 +V3 35— +V3

Korzystajac z twierdzen 1, 4 i 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

lim U,y = lim— o0 2—limn o0 3 — 2-0 . 9 _
n— o0 n - - - _ -
limn o0 /342 — 5 Hlimp 00 V3 \/hmn%o BHlimnsoo 2—limnsoe G +v3  VITO0TVE
— 2 _ 1
23~ V3



2.45
Up = 3N — V/9In? +6n — 15

Musi zachodzié:

In%2+6n—15>0

A=62—4-9-(—15) = 36+ 36 - 15 = 36 + 540 = 576

VA = /576 = 24

ny = Ng —

2-9

—30 18
n1 = 33 N2 = 13

nlz—g ng =1

—6-24 _ —6+24

I
[l [} 1 [l [l [} [ ] [ [l
[T =D = = = 5 I SO T I

I
_\.I_\._\.
oS Bl ==

i i
iy

-15

Widzimy wiec, ze dla n € N i n> 0 warunek (1) jest spelniony a tym samym kazdy wyraz

ciaggu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, } korzystajac z wzoru: a — b =

a?—b?
a+b




2
(3n)2—/9n2+6n—15 _ In2—9n2—6n+15 _ —6n+15
3n+v9In2+6n—15 3n+v9In2+6n—15 3n+v9In2+6n—15

Up =

Podzielmy licznik i mianownik powyzszego utamka przez n:
—6n, 15 —6+15

—6+18 _
246n-15 o
gn 4 V/onZ6n_15 3+\/9L+f,ﬁ 3+, /9+5-15

Up =
n

Korzystajac z twiedzen 1, 2, 4 i 6 obliczamy granice ciagu {u,}:

hmn—)oo Up = hmn—)oo = E = 5 B

n
— =6 _ =6 _ _1
3+\/9+0 T 343 6

2.46
U, = VN3 +4n2 —n

Najpierw zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 wyrazenie podpierwiastkwe jest zawsze dodatnie,
a wiec wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.
Przeksztalémy wyraz ogélny ciggu korzystajac z wzoru:

a® — b = (a—b)(a*+ ab+ b?)

I L
a b= a?+ab+b?
W = (\/3 n34+4n2)3 —n3 _ n344n2—n3 _ 4n?
n =

(Vn3+4n2)2+ Vn3+4nZ-n4n? %/(n3+4n2)2+ f{/(n3+4n2),n3+n2 - %/(n3+4n2)2+13/7n6+4n5+n2

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez n?:

4n?
2
Uy = — = n =

3 3
\/(ndn-;4n2)2+ \/niJ2r4n % \/(nStLAIBnQ)Q \/"6:(3‘"5“ \/(n«5+4n2)2+\/ +

4 _ _
§/(7”3:§‘”2)2+3 1241 \/(”H)ZJF\/H;“ i§/1+2-1-§+i—3+3 1+2+41 \/1+;+%+3 1+

Korzystajac z twierdzen 1, 4 i 6 obliczamy granice ciagu:

lim, o0y, = Lirm,—s 00 4 =

limy— 00 §/1+%+%+limn—>oo 3 1+%+limn—>oo 1
4 4 4 4

. . . - - T Y100+ YT+0+1  L+1+1 3

2.47

U, =nV/2 — /203 +5n2 -7

Zauwazmy, ze dla n = 1 wyrazenie podpierwiastkowe jest rowne 0, natomiast dlan € N in> 1
jest ono dodatnie. Zatem wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogoélny ciagu korzystajac z wzoru:

a®— b = (a—10b)(a®+ ab+?)



o a3—b3
a b= a?+ab+b?
(n¥2)3—(¥2n3+5n2—7)3 _ 2n3—2n3—5n247 _
(nY2)2+n 2 V203 +5n2—T7+(V2n3+5n2—7)2 n2- YA4n- VA3 F10n2—14+ %/(2n3+5n277)2
—5n2+7
n2: Y/A4n VAn3+10n2 14+ {/(2n3+5n2-7)2

Up =

Podzielmy licznik i mianownik przez n?:

2
Uy = i _ A —
n 2A§/Z n- :\5/4n3+10n2714 %/(2n3+5n277)2 - 3 3/ 4n3 2_ 31502 72
n +10 14 , 3/(2n°45n“-7)
R ) + s Va+ = "371 +\/ (32
- 5+ _ —5+-1
Vi pfarlo- L4y 3/(2miysnl_ Ty Y4y §/4+%—T17§+ §/(2+%—n%)2
Korzystajac z twierdzen 1, 2, 3, 4 i 6 obliczamy granice ciggu:
. limy,— 00 (—5) +Hlimp—s 00
hmn—>oo Up = " =
limy, 500 %+llmn~>oo 3 4+m*%+11mn~>oo i/(Z“Fé*L;)Q
n n n ne
_ —5+40
%-{- 3 limp— 0o 44+Hlimp—s 0o %_1im7L~>oo 711%"‘ :{/(hmnﬁoo 24+1limn s 0o %_hmn%oo nLS)Q

5 _ 5 _ 5
Va+ ¥a10—0+ /(21002 Va+Va+Va 3-V4

2.48

415

un = 22n_7

Zauwazmy najpierw, ze dla n € N i n> 1 liczba 22" jest zawsze liczba parzysta natomiast 7 jest
liczba nieparzysta. A wiec mianownik powyzszego utamka jest zawsze rézny od 0 a tym samym
kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciagu:

gn—l_5 _ 4req-5 _ 3475
27 — (@7 . 47

Up =

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciggu:

. _limpseo 2—limpsoo e -0 1
My o0 Un = F0 = e — 10 — 1
2.49

o 5.32”_1
Un = “ggny7

Zauwazmy najpierw, ze dla n € N i n> 1 mianownik utamka jest zawsze wickszy od 0 a tym
samym kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.
Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:

5:32n—1 _ 5(3))"—1 _ 5.97—1 5— ok

4.9n47 T 4.9n47 T 49n47 T 4+9Ln

Up =

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciggu:



. o limy, 00 D—limyu —s 0o 9% 50 _ 5 __ 11
limy, 00 Un = o0 A limy oo o 440 4 13
2.50

_322mt2_70
Un = Fqn=T13

Zauwazmy najpierw, ze dla n € N i n> 1 mianownik utamka jest zawsze wickszy od 0 a tym
samym kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:

W — 3222210 _ 12:(2%)"—10 _ 124710 _ 12— 1%
n T B4R +4+3 T Zgng3 Sqny3 2+ 3

Korzystajac z twierdzen 1, 2 i 4 obliczamy granice ciggu:

10

. o limy, 00 12—1limy 500 o 12—-0 __ 4 48
2.51

o _87171
U’n - 7n+1

Zauwazmy najpierw, ze dla n € N i n> 1 mianownik utamka jest zawsze wickszy od 0 a tym
samym kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:

—8"+8 _ 8" 1 .8 _ 1 _(§)n
T 8 56 7m 56 \7

Up =

Korzystajac z twierdzenia 3 obliczamy granice ciggu:

lim,, o0 Uy, = limn_m(—%) . limn_mo(%)" = —% - 00 = —00

Czyli ciag ten jest rozbiezny do —oo.

o 2n+1 73n+2
un - 3n+2

Zauwazmy najpierw, ze dlan € N i n> 1 mianownik utamka jest zawsze wickszy od 0 a tym
samym kazdy wyraz ciggu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

Up = 3n+2 - 3n+2 T 3n.32 -9

3

2ntl 3nt2 2 12, (Q)n -1

Korzystajac z tw. 2, 3, 5 obliczamy granice ciagu:



1My o0 U = im0 (2 - (3)™) = limy o0 1 = limy, o0 2 - limy 00 ()" — 1 =

2.53

Zauwazmy najpierw, ze dla n € N i n> 1 mianownik drugiego utamka jest wickszy od 0, wiec
wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,}:

_ 3" 2n21 _ 2-3m

Un = 5w " 3m3—1 T 3%

Korzystajac z twierdzen 2 i 4 obliczamy granice ciagu:

. limn_>002—limn_>002% 2.0 2
limp s oottn = [ o3 —limn oo g -

2.54

Uy, = Y30+ 2"

Wyrazenie podpierwiastkowe jest dla n € N i n> 1 zawsze wieksze od 0 a wiec wszystkie
wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Ponadto zachodzi nier6wnos¢:

<IN 42N <3+ 3

)

V3 < /34 2m < {30+ 3

3< /B34 2n < /2 3n

3< 3 +2n <332

Zatem wyrazy badanego ciagu {u,} sa zawarte miedzy odpowiednimi wyrazami ciagow

a,=3ib,=3-3/2

Korzstajac z twierdzenia 3 i wzoru 1 obliczamy granice tych ciggow:
limy—ooly = limy, 003 = 3

LMy o0bn = liMn 003+ V2 = liMy 003 - limy 00 /2 =31 =3
Korzystajac z twierdzenia 7 o trzech ciggach otrzymujemy:

limy,—ooln = 3



2.55

u, = 10" 4+ 9 + 8

Wyrazenie podpierwiastkowe jest dla n € N i n> 1 zawsze wieksze od 0 a wiec wszystkie
wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Ponadto zachodzi nier6wnos¢:

10" < 10" + 9™ 4+ 8" < 10™ + 10" + 10™

)

V10" < /10" + 97 + 8" < /3 107

10 < /10" + 97 + 8" < 10 - /3

A wiec wyrazy badanego ciagu {u,} sa zawarte miedzy odpowiednimi wyrazami ciagow a,, = 10

i b, = 10+/3. Granice tych ciagéw wynosza (korzystamy z tw. 3 i wzoru 1):
limy, ooy, = Lty 5010 = 10

Uiy 00D = 1My 00 (10 - /3) = limy 0010 - iy, 0o ¥/3 = 10 -1 = 10
Korzystajac teraz z twierdzenia 7 o trzech ciggach otrzymujemy:

limy, ooty = 10

2.56
Up = nV 10100 - \n/ 10100
Oba wyrazenia podpierwiastkowe sa wieksze od 0 a wiec wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Korzystajac z tw. 2 1 wzoru 1 mamy:

LMooty = liMy o0 (V10190 — {/ —i55) = limy 00 /10190 — limy, oo {/ o0 = 1 — 1 =10

2.57

un = {/(3)"+ ()"

Wyrazenie podpierwiastkowe jest dla n € N i n> 1 dodatnie a wiec wszystkie wyrazy
ciagu {u,} sa okreslone.

Po sprowadzeniu utamkéw do wspdlnego mianownika dostajemy:

un = {/(35)" + (35)"

Zachodza nastepujace nieréwnosci:

10



A wiec wyrazy badanego ciagu {u,} sa zawarte miedzy odpowiednimi wyrazami ciagow a,, = 1—92

ib, = % {/2. Granice tych ciagéw wynosza (korzystamy z tw. 3 i wzoru 1):

Korzystajac teraz z twierdzenia 7 o trzech ciggach otrzymujemy:

2.58

1+2434..4n

u =
n n2

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 1 mianownik utamka jest niezerowy, wiec kazdy wyraz ciagu {u,}
jest okreslony. Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.59:

14243+ .. +n="lt

Mamy wiec:

n’4+n _ Ity _ Lo

Up=(14+2+3+ .. +n) L =" 1 — nd . :

Korzystajac z tw, 11 4 obliczamy granice ciagu:

1

. _ bmpseltlimnsees 140 1
limy ooy = Trm— =3-=3
2.99

124224 4n?
Un = n3

Na poczatku zauwazmy, ze dla kazdego n € N i n> 1 mianownik utamka jest niezerowy,
wiec kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.
Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.56:

P42 4. 4n?=0 g0

Uy = (24224 . 4n?) L= 4 pny. Lont oy on 1y Ly oL

n

Korzystajac z twierdzenia 1 obliczamy granice ciggu:

11



limp ooty = liMp ooz + 1My 005 + 1My oo =3 T0+0=3

2.60

13423 4. 4n3

U, =
n n4

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N i n> 1 mianownik ulamka jest niezerowy,
wiec kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.62:

1P 423+ .+ nd = (2erl)?

n(n n(n ‘ 1 nd | o7
tp = (13423 4 . nd) - L = (Rey2 (g2 — () g2 (miany> _ nlednden? LTt

2 4nt o 4

24
4

Korzystajac z twierdzenia 1 i 4 obliczamy granice ciggu:

= 1 = =

llmn%oo Up = 1

limn,— 004

2.61

w — I4+3+3+. +ow
" gty tetan

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N i n> 1 mianownik utamka jest wickszy od 1, wiec kazdy
wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Nastepnie zauwazmy, ze licznik tego utamka jest n-ta suma czastkowa ciagu geometrycznego,

w ktorym aq = 1 oraz q = % Podobnie mianownik tego utamka jest n-ta suma czastkows ciggu
geometrycznego, w ktorym a; = 1 oraz q = % W zadaniu 1.61 udowodnili$my, ze n-ta suma
czastkowa postepu geometrycznego wynosi:

Sn:al-%,dlaq#l

Zastosujmy ten wzor do naszego utamka:

L@t (3"-1
e s S (0 ) RPNl WP B
LG Hr-1 T =Sr-1 T3 (B)-1 T 31—
Korzystajac z tw. 2, 31 4 obliczamy granice ciagu:
. T 4 limn%oolflimnﬁoo% _ 4 1-0 _ 4
Uiy oot = ViMoo * 35— — 4 = 5 150 = 3

3N

12



2.62

1+a+a’+...4a”

Uu =
" Ittt

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N i n> 1 mianownik utamka jest wickszy od 1, wiec kazdy
wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Nastepnie zauwazmy, ze licznik tego utamka jest n-ta suma czastkowa ciagu geometrycznego,

w ktorym a; = 1 oraz ¢ = a. Podobnie mianownik tego utamka jest n-ta suma czastkows ciggu
geometrycznego, w ktorym a; = 1 oraz ¢ = i. W zadaniu 1.61 udowodnili$my, ze n-ta suma
czastkowa postepu geometrycznego wynosi:

Sn:al-%,dlaqsél

Zastosujmy ten wzor do mianownika utamka i obliczmy granice ciagu {u,} dla a = 1:

3
o A141%24 41 nl . n4l 1 3 1

Uy = = = =n+1)- =n+1)-7-

L B 1.&)”—1 4%;1 ( ) -1 ( ) 4 1-4

11 -4

Korzystajac z tw. 2, 31 4 dostajemy:

: T . 3 limp o0l _ 3.1 _
Ly ootn = liMy oo (A4 1) - limy, o0 - e T =00 T = 0

4

A wiec dla a = 1 cigg jest rozbiezny do nieskonczonosci.

Zastosujmy teraz wzor na sume czastkowa do licznika i mianownika utamka ciggu {u,} dla a # 1:

1.an71 a™—1 3
U,y = a—1 — a—1 — a”—1 . 1 — 1—a™ . § . 1
n 1'(%)71—1 -1 a=1 -1 l-a 4 1-4;
T —3

4
Korzystajac z twierdzen 2, 314 obliczamy granice:

_limpsocl—limp—oca™

: 1 _ 3 1-limyoa”
lzm”ﬁoou" T limn—socol—limp—scoa

1-0 ~ 4 1—a

3 limp ool — 1—limp_oca™

1’ limnﬁool—limn_,ocin 1—a

.3,
. 4

Na podstawie twierdzenia 5 oraz warunku a # 1 otrzymujemy, ze ciag o wyrazie ogélnym a™ ma

skoriczong granice dla dla —1 < a < 11 wynosi ona 0, zatem granica ciagu {u, } wynosi:

1-0 3

llmnﬁooun = % e T m
Podsumowujac, ciag {u,} jest ma skoriczong granice dla —1 < a < 1 i wynosi ona ﬁ, natomiast

dla |a| > 1 ciag jest rozbiezny.

2.63
unznl—knL%—i-...—i-%
Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N, n> 11 k € C' mianownik utamkoéw jest dodatni, wiec

kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Poniewaz wszystkie utamki maja wspolny mianownik, wiec wyraz ogoélny ciggu mozemy zapisac:

13



— 1424..4n
= &

Unp, o

Skorzystajmy teraz z wzoru udowodnionego w zadaniu 1.59:

1424 .. +n= "0

— 42440 _ 1 nntl) _ n’4n
Un = nk T nk 2 T 2nk
Dla k = 0 mamy:

Uy = n’4+n _ n?4n _ n’4n
nT o0 T 21 T 2

limy, ooy, = 00

Dla k = 1 mamy:

— n’4+n _ n4n _ n+l

2nl 2n 2

Unp,

limy,— ooy, = 00

Dla k = 2 mamy:

_ n24n _ g
Un = Spz = 3

Korzystajac z twierdzen 11 4 znajdujemy granice:

. . limn_m(,l—i-limn_,oo% 140 1
lim, o0ttn = limn o2 — 2 T2
Dla k£ > 2 mamy:

2 1 1
U, = n2+n — 27+nlk — nk_2+nk_1
n T onk T 2 o 2

Korzystajac z twierdzen 11 4 znajdujemy granice:

limnp_— oo nkl_g +limp oo ,nkyl—l 040 __ 0
=5 =

l’imn—moun = limnp— 002
Dla k£ < 0 mamy:

4y = 1tn = (P

2nk T 2
Poniewaz w rtym przypadku licznik wraz z wzrostem n rosnie nieograniczenie, wiec:

Uiy, ooy = 0O

Podsumowujac, dla k£ < 2 ciag jest rozbiezny do plus nieskoniczonosci, dla & = 2 granica

ciggu jest % a dla £ > 2 granica ciggu jest 0.
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