
Tw. 1.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an + bn} ma granic¦ a+b.

Tw. 2.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an − bn} ma granic¦ a-b.

Tw. 3.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an · bn} ma granic¦ a·b.

Tw. 4.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a, ci¡g {bn} ma granic¦ b, przy czym »aden z wyrazów ci¡gu {bn}

nie równa si¦ zeru, ani te» jego granica b nie jest równa zeru, to ci¡g {an
bn
} ma granic¦ a

b
.

Tw. 5.

Ci¡g o wyrazie ogólnym un = qn ma sko«czon¡ granic¦ tylko dla −1 < q ≤ 1, przy czym:

a). Je»eli −1 < q < 1, to limn→∞q
n = 0

b). Je»eli q = 1, to qn = 1, wi¦c limn→∞q
n = 1

Tw. 6.

Je»eli ci¡g {an} o wyrazach nieujemnych ma granic¦ a, to ci¡g { p
√
an}, gdzie p jest ustalon¡

liczb¡ naturaln¡, ma granic¦ p
√
a.

Tw. 7. O trzech ci¡gach

Je»eli wyrazy ogólne trzech ci¡gów {an}, {un}, {bn} speªniaj¡ dla n ≥ n0 nierówno±¢:

an ≤ un ≤ bn

i je»eli ci¡gi {an}, {bn} maj¡ wspóln¡ granic¦ g, tzn:

limn→∞an = limn→∞bn = g

to ci¡g {un} ma t¦ sam¡ granic¦, czyli:

limn→∞un = g

Wzór 1:

limn→∞
n
√
a = 1, dla a > 0

Wzór 2:

limn→∞(1 + an)
1
an = e, je»eli limn→∞an = 0 i an 6= 0

Wzór 3:

limn→∞
n
√
n = 1
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Tw. 8.

limn→∞ n
√
an = 1, je»eli an ≥ 0, limn→∞an 6= 0 oraz limn→∞an 6=∞

Tw. 9.

Je»eli dla ci¡gu {un} istnieje granica

limn→∞|un+1

un
| = q < 1

to limn→∞un = 0
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2.64

un = (1 + 2
n
)n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:

un = [(1 + 2
n
)
n
2 ]2

Korzystaj¡c teraz z wzoru 2, gdzie an = 2
n
∧ limn→∞an = 0 otrzymujemy:

limn→∞un = limn→∞[(1 +
2
n
)
n
2 ]2 = [limn→∞(1 +

2
n
)
n
2 ]2 = e2

2.65

un = (1− 1
n2 )

n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:

un = (1− 1
n2 )

n = [(1− 1
n
) · (1 + 1

n
)]n = (1− 1

n
)n · (1 + 1

n
)n = {[1 + (− 1

n
)]−n}−1 · (1 + 1

n
)n

Korzystaj¡c teraz z twierdzenia 3 i wzoru 2 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞{[1+(− 1
n
)]−n}−1 · limn→∞(1+

1
n
)n = {limn→∞[1+(− 1

n
)]−n}−1 · limn→∞(1+

1
n
)n

= e−1 · e = e
e
= 1

2.66

un = (n+5
n
)n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:

un = (n+5
n
)n = (1 + 5

n
)n = [(1 + 5

n
)
n
5 ]5

Korzystaj¡c teraz z wzoru 2, gdzie an = 5
n
∧ limn→∞an = 0 otrzymujemy:
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limn→∞un = limn→∞[(1 +
5
n
)
n
5 ]5 = [limn→∞(1 +

5
n
)
n
5 ]5 = e5

2.67

un = (1− 3
n
)n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:

un = (1− 3
n
)n = {[1 + (− 3

n
)]−

n
3 }−3

Korzystaj¡c teraz z wzoru 2, gdzie an = − 3
n
∧ limn→∞an = 0 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞{[1 + (− 3
n
)]−

n
3 }−3 = {limn→∞[1 + (− 3

n
)]−

n
3 }−3 = e−3

*w ksi¡»ce jest bª¦dna odpowied¹

2.68

un = (1− 4
n
)−n+3

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:

un = (1− 4
n
)−n+3 = (1− 4

n
)−n · (1− 4

n
)3 = {[1 + (− 4

n
)]−

n
4 }4 · (1− 4

n
)3

Korzystaj¡c teraz z tw. 2, 3 i wzoru 2, gdzie an = − 4
n
∧ limn→∞an = 0 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞{[1 + (− 4
n
)]−

n
4 }4 · limn→∞(1− 4

n
)3 = {limn→∞[1 + (− 4

n
)]−

n
4 }4·

·(limn→∞1− limn→∞
4
n
)3 = e4 · (1− 0)3 = e4

2.69

un = (n
2+6
n2 )n

2

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} nast¦puj¡co:
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un = (n
2+6
n2 )n

2
= (1− 6

n2 )
n2

= [(1 + 6
n2 )

n2

6 ]6

Korzystaj¡c teraz z wzoru 2, gdzie an = 6
n2 ∧ limn→∞an = 0 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞[(1 +
6
n2 )

n2

6 ]6 = [limn→∞(1 +
6
n2 )

n2

6 ]6 = e6

2.70

un = ( n2+2
2n2+1

)n
2

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un = ( n2+2
2n2+1

)n
2
= (

n2

n2+
2
n2

2n2

n2 + 1
n2

)n
2
=

(1+ 2
n2 )

n2

(2+ 1
n2 )

n2 =
(1+ 2

n2 )
n2

[2·(1+ 1
2n2 )]

n2 =
(1+ 2

n2 )
n2

2n2 ·(1+ 1
2n2 )

n2

Korzystaj¡c teraz z wzoru 2 oraz tw. 3 obliczamy granic¦ licznika i mianownika:

limn→∞(1 +
2
n2 )

n2
= limn→∞[(1 +

2
n2 )

n2

2 ]2 = e2

limn→∞[2
n2 · (1 + 1

2n2 )
n2
] = limn→∞2

n2 · limn→∞[(1 +
1

2n2 )
2n2

]
1
2 = limn→∞2

n2 · e 1
2 =∞ · e 1

2 =∞

Zatem ostatecznie granica ci¡gu {un} wynosi:

limn→∞un = e2

∞ = 0

* w ksi¡»ce jest bª¦dna odpowied¹

2.71

un =
√
n+
√
n−

√
n−
√
n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 wszystkie wyra»enia podpierwiastkowe s¡ nieujemne (bo n >
√
n),

zatem wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru a− b = a2−b2
a+b

:

un =

√
n+
√
n
2
−
√

n−
√
n
2

√
n+
√
n+
√

n−
√
n

= n+
√
n−(n−

√
n)√

n+
√
n+
√

n−
√
n
= 2

√
n√

n+
√
n+
√

n−
√
n
= 2√

n+
√
n

n
+

√
n−
√
n

n

= 2√
1+
√
n
n

+

√
1−
√
n

n

=

= 2√
1+
√

n
n2+

√
1−
√

n
n2

= 2√
1+
√

1
n
+
√

1−
√

1
n

= 2√
1+ 1√

n
+
√

1− 1√
n

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞2

limn→∞
√

1+ 1√
n
+limn→∞

√
1− 1√

n

= 2√
limn→∞1+limn→∞

1√
n
+
√

limn→∞1−limn→∞
1√
n

=
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= 2√
1+0+

√
1−0 = 2

1+1
= 1

2.72

un =
√
n(n−

√
n2 − 1

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 zachodzi n2 − 1 ≥ 0 oraz
√
n2 − 1 < n a zatem n−

√
n2 − 1 > 0

oraz caªe wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne. Tym samym wszystkie wyrazy ci¡gu {un}

s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru a− b = a2−b2
a+b

:

un =
√
n · n2−

√
n2−12

n+
√
n2−1 =

√
n · n2−n2+1

n+
√
n2−1 =

√
n · 1

n+
√
n2−1 =

√
n

n+
√
n2−1 =

√
1

1+
√

n2−1

n2

=
√

1

1+
√

1− 1
n2

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2, 4, 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞

√
1

1+
√

1− 1
n2

=
√

limn→∞1

limn→∞1+limn→∞
√

1− 1
n2

=
√

1

1+
√

limn→∞1−limn→∞
1
n2

=
√

1
1+
√
1−0 =

=
√

1
1+1

=
√

1
2
· 2
2
=

√
2
4
= 1

2

√
2

2.73

un = n · (
√
2n2 + 1−

√
2n2 − 1)

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 oba wyra»enia podpierwiastkowe s¡ nieujemne, wi¦c wszystkie

wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un} korzystaj¡c z wzoru a− b = a2−b2
a+b

:

un = n ·
√
2n2+1

2−
√
2n2−12√

2n2+1+
√
2n2−1 = n · 2n2+1−2n2+1√

2n2+1+
√
2n2−1 = 2n√

2n2+1+
√
2n2−1 = 2√

2n2+1

n2 +
√

2n2−1

n2

= 2√
2+ 1

n2+
√

2− 1
n2

Korzystaj¡c z twierdze« 1, 2, 4, 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞2√
limn→∞2+limn→∞

1
n2+

√
limn→∞2−limn→∞

1
n2

= 2√
2+0+

√
2−0 = 2

2
√
2
= 1√

2
= 1√

2
·
√
2√
2
= 1

2

√
2

2.74

un = n
√
2n3 − 3n2 + 15

Zbadajmy najpierw dla jakich n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne.
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W tym celu przeksztaª¢my je do nast¦puj¡cej postaci:

2n3 − 3n2 + 15 = n2(2n− 3) + 15

Widzimy,»e dla n ∈ N i n> 1 wyra»enie 2n− 3 jest wi¦ksze od 0 a wi¦c caªe wyra»enie

podpierwiastkowe jest nieujemne. Natomiast dla n = 1 mamy:

12 · (2 · 1− 3) + 15 = 1 · (2− 3) + 15 = −1 + 15 = 14

a zatem wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne.

Ostatecznie dla ka»dego n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne, a tym samym

wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un = n
√
2n3 − 3n2 + 15 = n

√
2n3(1− 3n2

2n3 +
15
2n3 ) =

n
√
2 · n
√
n3 · n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3 =

= n
√
2 · ( n
√
n)3 · n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3

Zastosujmy teraz twierdzenie 3 oraz wzory 1 i 3 do obliczenia granicy ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞
n
√
2 · limn→∞( n

√
n)3 · limn→∞

n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3 = 1 · 13 · limn→∞
n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3 =

= limn→∞
n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3

Stosuj¡c teraz twierdzenie 8 do powy»szego wyra»enia otrzymujemy szukan¡ granic¦ ci¡gu:

limn→∞
n

√
1− 3

2n
+ 15

2n3 = 1, bo limn→∞an = 1,gdzie an = 1− 3
2n

+ 15
2n3

2.75

un =
√
n10 − 2n2 + 2

Zbadajmy najpierw dla jakich n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne.

W tym celu przeksztaª¢my je do nast¦puj¡cej postaci:

n10 − 2n2 + 2 = n2(n8 − 2) + 2

Dla n = 1 mamy: n2(n8 − 2) + 2 = 12 · (18 − 2) + 2 = (1− 2) + 2 = −1 + 2 = 1 > 0. Widzimy te»,

»e dla

n ≥ 2 wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne. Ostatecznie dla ka»dego n ∈ N i n> 0 wyra»enie

podpierwiastkowe jest nieujemne, a tym samym wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un =
√
n10 − 2n2 + 2 =

√
n10 · (1− 2n2

n10 + 2
n10 ) = n5 ·

√
1− 2

n8 +
2

n10

7



Stosuj¡c twierdzenia 3 i 8 obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞n
5 · limn→∞

√
1− 2

n8 +
2

n10 =∞ · 1 =∞

W ksi¡»ce jest bª¦dna odpowied¹.

2.76

un =
√
n√

n+
√

n+
√
n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 ka»de wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne oraz

mianownik uªamka jest niezerowy, wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un =
√
n√

n+
√

n+
√
n
= 1

1√
n
·
√

n+
√

n+
√
n
= 1√

n
n
+ 1

n
·
√

n+
√
n
= 1√

1+
√

n
n2+

1
n2 ·
√
n

= 1√
1+

√
1
n
+
√

n
n4

= 1√
1+

√
1
n
+
√

1
n3

Korzystaj¡c teraz z twierdze« 1, 4 i 6 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞1√
limn→∞1+

√
limn→∞

1
n
+
√

limn→∞
1
n3

= 1√
1+
√

0+
√
0
= 1√

1+0
= 1

1
= 1

2.77

un = 1
2n
· cosn3 − 3n

6n+1

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianowniki obu uªamków s¡ niezerowe, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu {un}:

un = 1
2n
· cosn3 − 3

6+ 1
n

Poniewa» cosn3 ∈ [−1; 1] wi¦c limn→∞
1
2n
· cosn3 = 0.

Zatem korzystaj¡c z twierdze« 1, 2, 4 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = 0− limn→∞3
limn→∞6+limn→∞

1
n

= − 3
6+0

= −3
6
= −1

2

2.78

un = 2−n · a · cosnπ
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Przeksztaª¢my teraz nieco powy»szy wzór:

un = a
2n
· cosnπ

Widzimy, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest niezerowy, a tym samym wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Poniewa» cosnπ ∈ {−1; 1} (dla kolejnych liczb naturalnych przyjmuje naprzemiennie warto±ci

1,-1,1,-1,1,-1,...), natomiast dla dowolnego a granica limn→∞
a
2n

= 0, wi¦c ostateznie granica ci¡gu

{un} wynosi:

limn→∞un = 0

2.79

un = n·sinn!
n2+1

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest niezerowy, wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu

{un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un =
n
n2 ·sinn!
n2

n2+
1
n2

=
1
n
·sinn!
1+ 1

n2

Poniewa» sinn! ∈ [−1; 1], wi¦c w powy»szym wzorze mo»emy podstawi¢ sinn! = an ∈ [−1, 1].

Mamy wi¦c:

un =
1
n
·an

1+ 1
n2

Korzystaj¡c teraz z tw. 1, 3 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un =
limn→∞(an

n
)

limn→∞1+limn→∞
1
n2

= 0
1+0

= 0

2.80

un = (sinn!) · n
n2+1

+ 2n
3n+1

· n
1−3n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianowniki wszystkich trzech uªamków s¡ niezerowe, wi¦c wszystkie

wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:
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un = (sinn!) ·
n
n2

n2

n2+
1
n2

+
2n
n

3n
n
+ 1

n

·
n
n

1
n
− 3n

n

= (sinn!) ·
1
n

1+ 1
n2

+ 2
3+ 1

n

· 1
1
n
−3

Poniewa» sinn! ∈ [−1; 1], wi¦c w powy»szym wzorze mo»emy podstawi¢ sinn! = an ∈ [−1, 1].

Mamy wi¦c:

un =
an
n

1+ 1
n2

+ 2
3+ 1

n

· 1
1
n
−3

Korzystaj¡c teraz z tw. 1, 2, 3 i 4 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un =
limn→∞

an
n

limn→∞1+limn→∞
1
n2
+ limn→∞2

limn→∞3+limn→∞
1
n

· limn→∞1
limn→∞

1
n
−limn→∞3

= 0
1+0

+ 2
3+0
· 1
0−3 = 2

3
·(−1

3
) = −2

9

2.81

un = 2n
2n2−1 · cos

n+1
2n−1 −

n
1−2n ·

n·(−1)n
n2+1

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianowniki wszystkich czterech uªamków s¡ niezerowe, wi¦c

wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un =
2n
n2

2n2

n2 −
1
n2

· cos
n
n
+ 1

n
2n
n
− 1

n

−
n
n

1
n
− 2n

n

·
n
n2 ·(−1)n

n2

n2+
1
n2

=
2
n

2− 1
n2
· cos1+

1
n

2− 1
n

− 1
1
n
−2 ·

1
n
·(−1)n

1+ 1
n2

Korzystaj¡c z tw. 1, 2, 3 i 4 obliczamy granice poszczególnych podwyra»e«:

limn→∞
2
n

2− 1
n2

=
limn→∞

2
n

limn→∞2−limn→∞
1
n2

= 0
2−0 = 0

limn→∞
1+ 1

n

2− 1
n

=
limn→∞1+limn→∞

1
n

limn→∞2−limn→∞
1
n

= 1+0
2−0 = 1

2

limn→∞cos
1+ 1

n

2− 1
n

= cos1
2

limn→∞
1

1
n
−2 = limn→∞1

limn→∞
1
n
−limn→∞2

= 1
0−2 = −1

2

limn→∞
1
n
·(−1)n

1+ 1
n2

=
limn→∞

(−1)n

n

limn→∞1+limn→∞
1
n2

= 0
1+0

= 0

Zatem ostatecznie granic¡ ci¡gu {un} jest:

limn→∞un = 0 · cos1
2
− (−1

2
) · 0 = 0− 0 = 0

2.82

un = n · (ln(n+ 1)− lnn)

Dla n ∈ N i n> 0 oba logarytmy s¡ okre±lone, wi¦c tak»e wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu korzystaj¡c z wzorów lna− lnb = lna
b
oraz n · lna = lnan:

10



un = n · lnn+1
n

= ln(n+1
n
)n = ln(1 + 1

n
)n

Na podstawie wzoru 2 mamy:

limn→∞(1 +
1
n
)n = e

Zatem granica ci¡gu {un} wynosi:

limn→∞un = limn→∞ln(1 +
1
n
)n = ln(limn→∞(1 +

1
n
)n) = lne = logee = 1

2.83

un =
ln(1+ 3

n
)

1
n

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 zarówno logarytm naturalny jest okre±lony, jak i mianowniki

uªamków s¡ ró»ne od 0. A wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu korzystaj¡c z wzoru n · lna = lnan:

un =
ln(1+ 3

n
)

1
n

= n · ln(1 + 3
n
) = ln(1 + 3

n
)n = ln((1 + 3

n
)
n
3 )3

Korzystaj¡c z wzoru 2 obliczamy granic¦ ci¡gu {un}:

limn→∞un = limn→∞ln((1 +
3
n
)
n
3 )3 = ln((limn→∞(1 +

3
n
)
n
3 )3 = lne3 = 3 · lne = 3 · 1 = 3

2.84

un = log2n5

log8n

Dla n ∈ N i n> 0 zarówno mianowik uªamka jest ró»ny od 0 jak i oba logarytmy s¡ okre±lone, wi¦c

tym samym okre±lone s¡ wszystkie wyrazy ci¡gu {un}.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu korzystaj¡c z wzoru logab =
logAb
logAa

:

un = log2n
5 · 1

log2n
log28

= log2n
5 · log28

log2n
= log2n5

log2n
· 3

Nast¦pnie skorzystajmy z wzoru logab
r = r · logab:

un = 5·log2n
log2n

· 3 = 5 · 3 = 15

A wi¦c granica ci¡gu {un} wynosi:

11



limn→∞un = limn→∞15 = 15

2.85

un = 9log3n

4log2n

Dla n ∈ N i n> 0 oba logarytmy s¡ okre±lone oraz mianownik uªamka jest ró»ny od 0. Zatem

wszystkie wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:

un = 9log3n

4log2n
= (32)log3n

(22)log2n
= (3log3n)2

(2log2n)2

Korzystaj¡c z de�nicji logarytmu mamy:

logab = c ⇔ ac = b

A z tego wynika, »e:

alogab = b

un = (3log3n)2

(2log2n)2
= n2

n2 = 1

A wi¦c granica ci¡gu wynosi:

limn→∞un = 1

2.86

un = 8log2n

2n

Dla n ∈ N i n> 0 logarytm jest okre±lony oraz mianownik uªamka jest ró»ny od 0. Zatem wszystkie

wyrazy ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Korzystaj¡c z de�nicji logarytmu mamy:

logab = c ⇔ ac = b

A z tego wynika, »e:

alogab = b

Przeksztaª¢my teraz ogólny wyraz ci¡gu:
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un = 8log2n

2n
= (23)log2n

2n
= (2log2n)3

2n
= n3

2n

Mamy:

un = n3

2n
oraz un+1 =

(n+1)3

2n+1

Dla n ∈ N i n> 0 zachodzi:

|un| = un oraz |un+1| = un+1

Korzystaj¡c z twierdze« 1 i 3 obliczmy granic¦ ci¡gu |un+1

un
|:

limn→∞|un+1

un
| = limn→∞

|un+1|
|un| = limn→∞

un+1

un
= limn→∞

(n+1)3

2n+1

n3

2n

= limn→∞(
(n+1)3

2n+1 ·2
n

n3 ) = limn→∞
(n+1)3

2n3 =

= limn→∞(
1
2
· (n+1

n
)3) = limn→∞

1
2
· limn→∞(1 +

1
n
)3 = 1

2
· (limn→∞1 + limn→∞

1
n
)3 = 1

2
· (1 + 0)3 = 1

2

Zatem na podstawie twierdzenia 9 granica ci¡gu {un} wynosi:

limn→∞un = 0

2.87

un = 27log3n

16log2n

Dla n ∈ N i n> 0 oba logarytmy s¡ okre±lone oraz mianownik uªamka jest ró»ny od 0 a tym samym

ka»dy wyraz ci¡gu {un} jest okre±lony.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu:

un = 27log3n

16log2n
= (33)log3n

(24)log2n
= (3log3n)3

(2log2n)4

Korzystaj¡c z de�nicji logarytmu mamy:

logab = c ⇔ ac = b

A z tego wynika, »e:

alogab = b

Czyli wyraz ogólny przybiera posta¢:

un = n3

n4 = 1
n

Zatem granica ci¡gu {un} wynosi:

limn→∞un = limn→∞
1
n
= 0
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2.88

un = n!
nn

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 mianownik uªamka jest ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy

ci¡gu {un} s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu:

un = n!
nn = 1·2·3·...·(n−1)·n

n·n·n·...·n·n = 1
n
· 2·3·...·(n−1)·n

n·n·...·n·n


= 1

n
dla n ∈ {1, 2}

< 1
n

dla n ∈ N ∧ n > 2

Czyli mamy:

0 < un ≤ 1
n

Korzystaj¡c teraz z twierdzenia 7 o trzech ci¡gach otrzymujemy:

limn→∞0 = 0 ∧ limn→∞
1
n
= 0

⇓ tw.7

limn→∞un = 0

2.89

un = 2n·32n
n!

Mianownik powy»szego uªamka jest dla n ∈ N i n> 0 ró»ny od 0, wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu {un}

s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my wyraz ogólny ci¡gu:

un = 2n·32n
n!

= 2n·3n·3n
n!

= 6n·3n
n!

= 18n

n!

Zbadajmy teraz jak¡ granic¦ ma ci¡g |un+1

un
|:

limn→∞|un+1

un
| = limn→∞

| 18
n+1

(n+1)!
|

| 18n
n!
| = limn→∞(

18n·18
n!·(n+1)

· n!
18n

) = limn→∞
18
n+1

= 0

Zatem zgodnie z tw. 9 ci¡g {un} ma granic¦:

limn→∞un = 0

14



2.90

un = (1− 1
22
)(1− 1

32
)(1− 1

42
)...(1− 1

n2 )

Zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 1 mianowniki wszystkich uªamków s¡ ró»ne od 0, wi¦c wszystkie

wyrazy ci¡gu {un}, oprócz pierwszego u1 s¡ okre±lone.

Przeksztaª¢my teraz wyraz ogólny ci¡gu:

un = (1− 1
22
)(1− 1

32
)(1− 1

42
)...(1− 1

n2 ) = (2
2−1
22

)(3
2−1
32

)(4
2−1
42

)...(n
2−1
n2 ) =

= (2−1)(2+1)
2·2 · (3−1)(3+1)

3·3 · (4−1)(4+1)
4·4 · ... · (n−1)n+1)

n·n = 2−1
2
· 2+1

2
· 3−1

3
· 3+1

3
· 4−1

4
· 4+1

4
· ... · n−1

n
· n+1

n
=

= 1
2
· 3
2
· 2
3
· 4
3
· 3
4
· 5
4
· ... · n−1

n
· n+1

n
= 1

2
· n+1

n

Korzystaj¡c teraz z tw. 1 i 3, obliczamy granic¦ ci¡gu:

limn→∞un = limn→∞
1
2
·limn→∞(

n+1
n
) = 1

2
·limn→∞(1+

1
n
) = 1

2
·(limn→∞1+limn→∞

1
n
) = 1

2
·(1+0) = 1

2
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