Tw. 1.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, + b,} ma granice a+b.
Tw. 2.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, — b,} ma granice a-b.
Tw. 3.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, - b,} ma granice a-b.
Tw. 4.

Jezeli ciag {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym zaden z wyrazow ciagu {b,}
nie ro6wna sie zeru, ani tez jego granica b nie jest rowna zeru, to ciag {‘;—HL} ma granice .
Tw. 5.

Ciag o wyrazie ogbdlnym u, = ¢" ma skonczong granice tylko dla —1 < ¢ < 1, przy czym:
a). Jezeli —1 < ¢ < 1, to lim, ,q" =0

b). Jezeli ¢ = 1, to ¢" = 1, wiec lim,_00q" = 1

Tw. 6.

Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciag {¥/a,}, gdzie p jest ustalona
liczba naturalng, ma granice /a.

Tw. 7. O trzech ciggach

Jezeli wyrazy ogolne trzech ciagow {a,}, {u,}, {b,} spemiaja dla n > ny nieré6wnosé:

an < u, <b,

i jezeli ciagi {a,}, {b,} maja wspolna granice g, tzn:

limy, oon = limy_00bn = ¢

to ciag {u,} ma te sama granice, czyli:

limy, _ooln = g

Wzér 1:

limy, oo V/a=1,dlaa >0

Wzoér 2:

limy, oo (1 + an)ﬁ = e, jezeli lim,_,o0a, =01 a, #0

Wzér 3:

limy, oo /n =1



Tw. 8.
lim, oo /a, = 1, jezeli a, > 0, lim,,_,oa, # 0 oraz lim,_,..a, #* o0

Tw. 9.

Jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica

im0 | =

=g <1

U

to limy,—ootty, =0



2.64

u, = (14 2)"

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest r6zny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy wyraz ogolny ciagu {u,} nastepujaco:
u, = [(1+ %)%}2
Korzystajac teraz z wzoru 2, gdzie a,, = % A limy, o0, = 0 otrzymujemy:

LMooty = limy oo (14 2) 2] = [limy, oo (1 + 2)2]? = €2

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest r6zny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} nastepujaco:
up= (1= )" =[1—-0) A+ =0 =) 1+ )" ={1+ (=) @+
Korzystajac teraz z twierdzenia 3 i wzoru 2 obliczamy granice ciggu:

LiMy ooty = lz’mnﬁoo{ﬂ%—(—%)]_”}_l-limnﬁoo(l—i-%)" = {limnﬁoo[l—i—(—%)]_"}_l -limnﬁoo(1+%)”

(=)

Up = P

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest rézny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciaggu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} nastepujaco:
U = (B2) = (1+2)" =[(1+2)5P

Korzystajac teraz z wzoru 2, gdzie a,, = % A limy, o, =0 otrzymujemy:



LMooty = limy oo [(1+ 2)5]° = [limy, oo (1 + 2)5]° = €

2.67

Up = (1_%)71

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest rézny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} nastepujaco:

= (1= 2y = {1+ (<2)) 5}

Korzystajac teraz z wzoru 2, gdzie a,, = —% A limy,_oa, =0 obliczamy granice ciagu:
LMooty = limy, oo {[1 + (—%)]_%}*3 = {lim, 00|l + (—%)]_%}*3 =3

*w ksiazce jest bledna odpowiedz

2.68

Up = (1 - %>7n+3

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest rézny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, } nastepujaco:
Uy =1 =)= 1= (A=) = {1+ (DI (=)

Korzystajac teraz z tw. 2, 3 1 wzoru 2, gdzie a,, = —% A limy,_o0a, = 0 obliczamy granice ciagu:

n

limy,—ootly, = an—mo{[l + (_%)]_%}4 : limn—ﬂw(l - %)3 = {limn—ﬂw[l + (_%>]_Z}4'

(iMool — limnﬁoo%)?’ =l (1-0)pP3=¢!

n%+6 >n2

Up = ( n2

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest r6zny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} nastepujaco:



2

O = (1 &) = (14 2) TP

Korzystajac teraz z wzoru 2, gdzie a,, = % A limy,_a, =0 obliczamy granice ciggu:

limy,—ootty, = limn—wo[(l + %)?]6 = [limn—mo(l + %)?]6 = b

2.70

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest r6zny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

n2 2 2 2
( n240 )nz _ L+ 5 )n2 ) (4R - (1+ ok
2n?+1 i @+ ROt e

Uy =

Korzystajac teraz z wzoru 2 oraz tw. 3 obliczamy granice licznika i mianownika:
n2

LMoo (1 + ) = limy ool (1 4+ 2) 7 ]2 = €2

. ?’L2
lim,_2" - e

I
;
I
:

im0 (27 - (14 32)™ ] = limp 002" - Limtnoo (14 55)2" ]2

Zatem ostatecznie granica ciagu {u,} wynosi:
lim Up = < =0
n—oo%n — 00 -

* w ksigzce jest bledna odpowiedz

2.71
= Vn+tyVn—yn—yn

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 wszystkie wyrazenia podpierwiastkowe sg nieujemne (bo n > /n),

zatem wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

27})2 .
a+b °

Przeksztalémy teraz Wyraz ogoblny ciagu {u,} korzystajac z wzoru a — b = £

Vit a o ki) _ 2y 2 _
\/n+f+\/n—f \/n+f+\/n—f \/n+f+\/n—f \/"+f+\/ —/n \/1+@+\/1—ﬂ

\/H\/_Jr\/l \/1+\/_+\/1 \/1+ +\/

Korzystajac z twierdzen 1, 2, 4 i 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

Up =

limnp 002 _ 2




_ 2 _ 2 _
T V1I+04+v/1-0  1+1 1

2.72
Up = \/n(n— vn?—1

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 zachodzi n? —1 >0 oraz vVn2 —1 <nazatemn —+vn2—1>0
oraz cale wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne. Tym samym wszystkie wyrazy ciagu {u,}
sa okreslone.

a’-bv?.
a+b

n - n2—/n2—1" = /n- n?—n241 _ n - 1 _ n _ 1 _ 1
n++vn2—1 n+vn2—1 n+vn2—1 n+vn2—1 n2—1 14, /1— L
V4 1+ ) n2

Korzystajac z twierdzen 1, 2, 4, 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} korzystajac z wzoru a — b =

nmreo T oo 1+\/1,n% zq;mn%oulimn%o\/kn% 1+\/lz'mn%o1flimn%oni2 14+v1-0

— 1 1.2 _ 2 _ 1
—\/1—+1—\/§'§—\/;—§\/§

2.73

Up=mn- (V202 +1—+2n2—1)

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 oba wyrazenia podpierwiastkowe sa nieujemne, wiec wszystkie

wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

. , . . 2_12
Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u,} korzystajac z wzoru a — b = %:
W = V2PET VT ePiloon?il 2n _ 2 _ 2
no 2n2+1+v2n2 -1 2 H1+v2n2 -1 V2n2+14+v2n2 -1  [2n241, [2n2-1 1 _ 1
V2n2+1+V2n V2n2+1+V2n V2n24+1+V2n \/an +\/nn2 \/2+n2+\/2 g,
Korzystajac z twierdzen 1, 2, 4, 6 obliczamy granice ciagu {u,}:
[ o0t = im0 _ 2 2 _ 1 _ 1 Vi_ 1/

2.74

Uy = V/2n3 — 3n2 + 15

Zbadajmy najpierw dla jakich n € N i n> 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne.



W tym celu przeksztalémy je do nastepujacej postaci:

2n% — 3n% + 15 =n?(2n — 3) + 15

Widzimy,ze dla n € N i n> 1 wyrazenie 2n — 3 jest wicksze od 0 a wiec cate wyrazenie
podpierwiastkowe jest nieujemne. Natomiast dla n = 1 mamy:
12.2:1-3)+15=1-2-3)+15=-1+15=14

a zatem wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne.

Ostatecznie dla kazdego n € N i n> 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne, a tym samym
wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

Uy = /207 =315 = {/2n(1— 25 4 85y = 2t {1 L4 5 =

= V2 (A

Zastosujmy teraz twierdzenie 3 oraz wzory 11 3 do obliczenia granicy ciagu {u,}:

LM —sootin = Uiy oo V/2 - 1y oo (Y1) - limy oo (/1 — 2 + 25 =113 limy 0o /1 — 2 + 2% =
= liMnooo (/1 — 2 + 35

Stosujac teraz twierdzenie 8 do powyzszego wyrazenia otrzymujemy szukang granice ciagu:

15

505 = 1, bo limy 00, = 1,gdzie a, =1 — 3 415

y n 3
lzmn_wo 1 - 2n + 2n 2n3
2.75
Uy = Vnll —2n2 4 2

Zbadajmy najpierw dla jakich n € N i n> 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne.

W tym celu przeksztatémy je do nastepujacej postaci:

n'® —2n% + 2 =n?(n® —2) 42

Dlan =1 mamy: n*(n® —2)+2=12-(18-2)+2=(1-2)+2=—1+2=1> 0. Widzimy tez,
ze dla

n > 2 wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne. Ostatecznie dla kazdego n € N i n> 0 wyrazenie

podpierwiastkowe jest nieujemne, a tym samym wszystkie wyrazy ciggu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

Up = Vnl0 —2n2 + :\/nlo-(l—%—i-?%o):ng’- 1-%+-%

n



Stosujac twierdzenia 3 i 8 obliczamy granice ciagu:

limy ooty = liMy_soon® - iMoo /1 — =+ =00-1=00

W ksiazce jest bledna odpowiedz.

NG

n++/n+v/n

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 kazde wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne oraz

Uy —

mianownik utamka jest niezerowy, wiec wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

_ Vn _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
U, = = = = = =
Y AR A Sy XSy ey VNS WA \/Hm %*m ¢1+ \/ﬁ

Korzystajac teraz z twierdzen 1, 4 i 6 obliczamy granice ciagu {u, }:

lzmnﬁooun — limp ool — 1 — 1 — 1 -1
/ V140 1
2.77
1 3 3n
Up = on - cosn”~ — 6n+1

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianowniki obu ulamkoéw sg niezerowe, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz wyraz ogolny ciagu {u, }:

_ 1 3 3
Un = 5, ° COSN” — =1

n

1

Poniewaz cosn® € [—1;1] wiec limy, 003 - cosn® = 0.

Zatem korzystajac z twierdzen 1, 2, 4 obliczamy granice ciagu {u, }:

: 0 limipy 003 _ _ 3 _ _3_ _
limy—o0ttn = 0 i 00 6+Hlimn— 00 & 6+0 6

N[

2.78

U, = 27" a-cosnm



Przeksztalémy teraz nieco powyzszy wzor:

a

Up = on

- cosnm

Widzimy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest niezerowy, a tym samym wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Poniewaz cosnm € {—1; 1} (dla kolejnych liczb naturalnych przyjmuje naprzemiennie wartosci
1,-1,1,-1,1,-1,...), natomiast dla dowolnego a granica lim,_,.5x = 0, wiec ostateznie granica ciggu
{u,} wynosi:

limy,—sootty, = 0

2.79

n-sinn!
n2+1

Uy —

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest niezerowy, wiec wszystkie wyrazy ciagu

{u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogdlny wyraz ciagu:

%sznn' 1 sinn!
n n

2 = T
ns, 1 1+—=5
2t n?2

Up =

Poniewaz sinn! € [—1; 1], wiec w powyzszym wzorze mozemy podstawi¢ sinn! = a,, € [—1,1].

Mamy wiec:
— man

n

Korzystajac teraz z tw. 1, 3 1 4 obliczamy granice ciagu {uy,}:

. lim”_}@(%ﬂ) 0
Lm0ty = limn ool Hlimn ooty 140 0

2.80

_ . n 2n n
uy, = (sinnl) - il veare S

Zauwazmy, ze dlan € N i n> 0 mianowniki wszystkich trzech utamkow sa niezerowe, wiec wszystkie

wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:



2n
+ ="
1 ST
+’n2 n

o
n2

n 1
n__ — (ginn!) - —= .
e = (sinn!) 1+;+3+% T

1
n n n2

Up, = (sinn!) - —

SM‘S
3|

Poniewaz sinn! € [—1; 1], wiec w powyzszym wzorze mozemy podstawi¢ sinn! = a,, € [—1,1].

Mamy wiec:
o 2 1
Up = 727 + T ° 1
n I+-5 0 34, 53

Korzystajac teraz z tw. 1, 2, 31 4 obliczamy granice ciagu {u,}:

. limn— o0 41 limng—s 002 limp 0ol 0 2 1 2 1 2
L 00U = limin oo -HiMn—00 T limnsoo3-+imn oo T limn oot —limn 03 T30 03 — 3 (73) = 75
2.81

_ _2n ntl _ _n  n(=1"
Un = 50277 " C0S3,77 — To2n w211

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianowniki wszystkich czterech utamkoéw sa niezerowe, wiec

wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogdlny wyraz ciggu:

2n 1 n_(_ 2 1 1
w — 2% ppgatw _ _m o nEEV . § o lhy 1 D"
n = 22 1 2n_I — T_2n " ,2 1 5 L -1 T T 5 T4 ZL
a2 nnmo omn 2t n2 mooon n

Korzystajac z tw. 1, 2, 31 4 obliczamy granice poszczegblnych podwyrazen:

lim - limy ooy =2 =
=00 L T limpoo2—limnsoo =5 2—0
n n
02— LT limpyoo2—limnsoox  2-0 T 2
) 1+
lim, o0cos5—1 = cos%
n
: 1 limp o0l _ 1 _ _1
iMn—soo T3 = f o2 iz = 02 2
_1\n
fimy o 0 eSS o
o0 14y limn ool Hlimn oo~y 140

Zatem ostatecznie granica ciagu {u,} jest:

limp, ooty =0+ cost — (=1)-0=0-0=0

2.82

up =n-(In(n+1) —Inn)
Dlan € N in> 0 oba logarytmy sa okreslone, wiec takze wszystkie wyrazy ciagu {u, } sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogolny wyraz ciggu korzystajac z wzor6w Ina — Inb = Ing oraz n - Ina = Ina":

10



U, =n - In™t = [n(2E)n = In(1 4+ L)n
Na podstawie wzoru 2 mamy:

limy, oo(1 + %)" =e

Zatem granica ciagu {u,} wynosi:

Limy ooty = limy,_ooln(1 + %)” = In(lim, oo (1 + %)") = Ine = log.e =1

In(14+2
w, — n0td)

1
Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 zar6wno logarytm naturalny jest okreslony, jak i mianowniki

utamkow sa rozne od 0. A wiec wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogolny wyraz ciagu korzystajac z wzoru n - Ina = lna™:

In(1+2)

=n-In(1+32)=In(1+3)"=In((1+2)5)3

Up =

3|+

Korzystajac z wzoru 2 obliczamy granice ciagu {u, }:

limp ooty = limy, ooln((1 4+ %)%)3 = In((limy, oo (1 + %)%)3 =Ine*=3-lne=3-1=3

2.84

__ logan®
Un = logsn

Dla n € N i n> 0 zaré6wno mianowik utamka jest r6zny od 0 jak i oba logarytmy sa okreslone, wiec

tym samym okreslone sa wszystkie wyrazy ciagu {u,}.

p = logab.

Przeksztalémy teraz ogdlny wyraz ciagu korzystajac z wzoru log, log1a"

1
logon
logp8

= logyn’ - log28 _ logan®

_ 5,
Up = lOgQ” logan logan

Nastepnie skorzystajmy z wzoru log,b" = r - log,b:
u, = Zoen .3 —5.3=15

logan

A wiec granica ciagu {u,} wynosi:

11



limy, ooty = lim, 515 =15

2.85

o 9log3n
U”I’l - 4109277,

Dlan € N in> 0 oba logarytmy sa okreSlone oraz mianownik utamka jest r6zny od 0. Zatem

wszystkie wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciagu:

glog3n (32)log3n (3log3n)2
Uy = =

- 4109277, (22)1092n (2log2n)2

Korzystajac z definicji logarytmu mamy:
logsb=c < a°=b

A z tego wynika, ze:

alogab =p
_ (Blessm)2  p2
un - (210g2n)2 - 7? - 1

A wiec granica ciggu wynosi:

limy, oottty = 1

2.86

8log2n
2TL

Up =

Dlan € N in> 0 logarytm jest okreslony oraz mianownik utamka jest rézny od 0. Zatem wszystkie

wyrazy ciagu {u,} sa okreslone.

Korzystajac z definicji logarytmu mamy:
logsb=c & a°=0D
A 7z tego wynika, ze:

alogab — b

Przeksztalémy teraz ogélny wyraz ciggu:

12



o glogan o (23)log2n . (2loggn)3 3

U’n on - on - on - 2_n
Mamy:

_nd _ (nt1)?
Up = o oraz Upt+1 = ontil

Dla n € N in> 0 zachodzi:

|un| = up,  oraz  |upir| = Upi

. . , . . . . Unt1 |,
Korzystajac z twierdzed 11 3 obliczmy granice ciagu [==2|: )
(nt1)
. Un41 | _ Jr |unt+1] 7. Unt1l _ ]+ nFl 7. (n+1)3 ony g (n+1)3
l@mn_>oo|z—n| = liMy—oo P = Uiy, s o0 =t = liMy 00 2— = ViMoo (gnri25) = liMp o055

= limpo(3 - (B)3) = limy oo - limn oo (14 )3 = 5 - (limpseol +limy00r)® = 5 - (1+0)° = 4

Zatem na podstawie twierdzenia 9 granica ciaggu {u, } wynosi:

limy,— ooty = 0

2.87

27log3n

U”I’L = 16log2n

Dla n € N i n> 0 oba logarytmy sa okreslone oraz mianownik utamka jest r6zny od 0 a tym samym

kazdy wyraz ciagu {u,} jest okreslony.

Przeksztalémy wyraz ogélny ciggu:

27log3n . (33)109371 . (310g3n)3
16log2n - (24)log2n - (2log2n)4

Up =

Korzystajac z definicji logarytmu mamy:
logsb=c < a°=b
A z tego wynika, ze:

alogab =b

Czyli wyraz ogo6lny przybiera postacé:

3

S|

Uy —

3|§
IN

Zatem granica ciagu {u,} wynosi:

limy,— ooy, = limnﬁm% =0

13



2.88

— n

Uy = 75

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 mianownik utamka jest r6zny od 0, wiec wszystkie wyrazy

ciagu {u,} sa okreslone.

Przeksztalémy wyraz ogélny ciggu:

—

=~ dlan e {1,2}

_nl _ 123..(n-1)n _ 1 23..(n—1)n
<= dlane N An>2
Czyli mamy:
0<u, < %

Korzystajac teraz z twierdzenia 7 o trzech ciggach otrzymujemy:

limy,—0c0 =0 A limn%oo% =0
U tw.7

limy,—ootty, = 0

2.89

on .32n
n!

Up =

Mianownik powyzszego utamka jest dla n € N i n> 0 rézny od 0, wiec wszystkie wyrazy ciagu {u, }

sa okreslone.

Przeksztalémy wyraz ogélny ciggu:

27z,32n __gn.gn.gn gn.gn 18N

Un = —r— = n! n!  ~  nl
: : . C lumar
Zbadajmy teraz jaka granicg ma ciag |2 :
‘18""'1 |
. Un+1| _ 77 (n+1)! 7. 18™.18 n! . 18 __
lzmn_,oo|—un | = limp 0o T = lzmn_,oo(—n!.(nﬂ) g ) = LMy =0

n!

Zatem zgodnie z tw. 9 ciag {u,} ma granice:

limy,—ootty, = 0

14



2.90

Zauwazmy, ze dla n € N i n> 1 mianowniki wszystkich utamkow sg rozne od 0, wiec wszystkie

wyrazy ciagu {u,}, oprocz pierwszego u; sa okreslone.

Przeksztal¢my teraz wyraz ogdlny ciagu:

un = (1= ) (1= $)(1 = %) (1- %) = G ER) ED)-(552) =
)

_ 2-De+)  B=DE+D)  (@-DH@E+D) . (r=Dn4l) _ 2-1 241  3-1 341  4-1 441 n=1 n+l _
- 2:2 33 44 nno 2 2 3 3 4 4 no
=1.3.2 4 3 5~ n-l ntl__1 ntl
T 22 3 3 4 4 7 n n 2 n

Korzystajac teraz z tw. 11 3, obliczamy granice ciggu:

LMoo Uy, = limn%m%limn_}m("—ﬂ) = %-limn_mo(l—i—%) = %-(limnéool—l—limn_}oo%) = %~(1—|—0) = %

n
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