
Tw. 1.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an + bn} ma granic¦ a+b.

Tw. 2.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an − bn} ma granic¦ a-b.

Tw. 3.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a i ci¡g {bn} ma granic¦ b, to ci¡g {an · bn} ma granic¦ a·b.

Tw. 4.

Je»eli ci¡g {an} ma granic¦ a, ci¡g {bn} ma granic¦ b, przy czym »aden z wyrazów ci¡gu {bn}

nie równa si¦ zeru, ani te» jego granica b nie jest równa zeru, to ci¡g {an
bn
} ma granic¦ a

b
.

Tw. 5.

Ci¡g o wyrazie ogólnym un = qn ma sko«czon¡ granic¦ tylko dla −1 < q ≤ 1, przy czym:

a). Je»eli −1 < q < 1, to limn→∞q
n = 0

b). Je»eli q = 1, to qn = 1, wi¦c limn→∞q
n = 1

Tw. 6.

Je»eli ci¡g {an} o wyrazach nieujemnych ma granic¦ a, to ci¡g { p
√
an}, gdzie p jest ustalon¡

liczb¡ naturaln¡, ma granic¦ p
√
a.

Tw. 7. O trzech ci¡gach

Je»eli wyrazy ogólne trzech ci¡gów {an}, {un}, {bn} speªniaj¡ dla n ≥ n0 nierówno±¢:

an ≤ un ≤ bn

i je»eli ci¡gi {an}, {bn} maj¡ wspóln¡ granic¦ g, tzn:

limn→∞an = limn→∞bn = g

to ci¡g {un} ma t¦ sam¡ granic¦, czyli:

limn→∞un = g

Wzór 1:

limn→∞
n
√
a = 1, dla a > 0

Wzór 2:

limn→∞(1 + an)
1
an = e, je»eli limn→∞an = 0 i an 6= 0

Wzór 3:

limn→∞
n
√
n = 1
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Tw. 8.

limn→∞ n
√
an = 1, je»eli an ≥ 0, limn→∞an 6= 0 oraz limn→∞an 6=∞

Tw. 9.

Je»eli dla ci¡gu {un} istnieje granica

limn→∞|un+1

un
| = q < 1

to limn→∞un = 0
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2.91

Udowodni¢: n
√
|un| → q < 1 ⇒ un → 0

Najpierw zauwa»my, »e dla n ∈ N i n> 0 wyra»enie podpierwiastkowe jest nieujemne,

wi¦c wszystkie wyrazy ci¡gu { n
√
|un|} s¡ okre±lone. Na podstawie de�nicji granicy mamy:

| n
√
|un|| ≤ q + ε

n
√
|un| ≤ q + ε

|un| ≤ (q + ε)n

We¹my ε tak maªe, »e q + ε < 1, wtedy:

|un| ≤ (q + ε)n < 1

Na podstawie tw. 5 mamy

limn→∞(q + ε)n = 0

Poniewa» ci¡g |un| jest ograniczony z doªu przez liczb¦ 0, to zachodzi:

0 ≤ |un| ≤ (q + ε)n < 1

Stosuj¡c teraz tw. 7 o trzech ci¡gach, otrzymujemy: limn→∞|un| = 0

Zachodzi oczywista nierówno±¢:

−|un| ≤ un ≤ |un|

Zatem stosuj¡c ponownie tw. 7 o trzech ci¡gach dostajemy ostatecznie:

limn→∞un = 0

c.n.d.
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2.92

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy, »e wysoko±¢ trójk¡ta równobocznego wynosi:

h =
√
3
2
a

Zatem pole trójk¡ta wynosi:

S = 1
2
ah = 1

2
a ·
√
3
2
a =

√
3
4
a2

Zaªó»my, »e przy podstawie trójk¡ta le»y n trójk¡tów. Jak widzimy na poni»szym rysunku

±rednica ka»dego z nich wynosi: a−αn

n

Przy n→∞ αn → 0.

Poziom wy»ej nad tymi koªami le»y n− 1 identycznych kóª i tak dalej a» do
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najwy»szego poziomu, gdzie le»y tylko jedno koªo. Zatem wszystkich kóª jest:

kn = n+ (n− 1) + (n− 2) + ...+ 1

Pole ka»dego koªa wynosi:

Skn = π · (a−αn

2n
)2 = (a−αn)2π

4n2

Natomiast pole wszystkich kóª wynosi:

Skn = (a−αn)2

4n2 · π · (n+ (n− 1) + ...+ 1) = (a−αn)2

4n2 · π · n(n+1)
2

= (a−αn)2(n+1)
8n

· π

A stosunek
Skn

S
wynosi:

Skn

S
= (a−αn)2(n+1)

8n
· π · 4

a2
√
3
= (a−αn)2(n+1)π

2
√
3·n·a2

Obliczmy granic¦ ci¡gu {Skn

S
}:

limn→∞
Skn

S
= limn→∞

(a−αn)2(n+1)π

2
√
3·n·a2 = limn→∞

(a−αn)2(1+
1
n
)π

2
√
3·a2 =

limn→∞((a−αn)2(1+
1
n
)π)

limn→∞(2
√
3·a2) =

=
(limn→∞a−limn→∞αn)2(limn→∞1+limn→∞

1
n
)limn→∞π

2
√
3·a2 = (a−0)2(1+0)π

2
√
3·a2 = a2π

2
√
3·a2 = π

2
√
3
= π

√
3
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2.93

Wzdªu» boku a le»y n okr¦gów, ka»dy o ±rednicy a
n
i promieniu a

2n
. Wzdªu» boku b le»y

b−βn
a
n

= n(b−βn)
a

okr¦gów, gdzie βn jest dªugo±ci¡, która nale»y do przedziaªu < 0, a
n
)

w zale»no±ci od wymiarów prostok¡ta. βn → 0 gdy n→∞. Pole pojedy«czego koªa wynosi:

SK = π · ( a
2n
)2 = πa2

4n2

Pole prostok¡ta wynosi:

SP = ab

�¡czne pole wszystkich kóª wpisanych w prostok¡t wynosi:

SKn = n · n(b−βn)
a
· πa2
4n2 = πa(b−βn)

4

Zatem szukana granica wynosi:
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limn→∞
Skn

SP
= limn→∞

πa(b−βn)
4

· 1
ab

= limn→∞
π(b−βn)

4b
= limn→∞π·(limn→∞b−limn→∞βn)

limn→∞4b
=

π·(b−0)
4b

= πb
4b

= 1
4
π

2.94

Trójk¡tów jest n− 2. Ka»dy z nich ma bok o dªugo±ci d
n
oraz wysoko±¢ h =

√
3
2
· d
n
= d

√
3

2n
.

Pole trójk¡ta wynosi:

S = 1
2
· d
n
· d
√
3

2n
= d2

√
3

4n2

Obwód trójk¡ta wynosi:

O = 3 · d
n
= 3d

n

Pole caªej �gury wynosi:

Sn = (n− 2) · d2
√
3

4n2 = nd2
√
3

4n2 − 2d2
√
3

4n2 = d2
√
3

4n
− d2

√
3

2n2

Obwód caªej �gury wynosi:

On = (n− 2) · 3d
n
= n·3d

n
− 2·3d

n
= 3d− 6d

n

Zatem szukane granice wynosz¡:

limn→∞Sn = limn→∞
d2
√
3

4n
− limn→∞

d2
√
3

2n2 = 0− 0 = 0

limn→∞On = limn→∞3d− limn→∞
6d
n
= 3d− 0 = 3d

2.95

|AB| = l

|AP1| = 1
2
l = a1

|P2P1| = 1
4
l = a2

|P2P3| = 1
8
l = a3

|P4P3| = 1
16
l = a4

Widzimy, »e dªugo±ci poszczególnych odcinków tworz¡ ci¡g geometryczny, w którym

a1 =
1
2
l oraz q = 1

2
.
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|APn| =


a1 − a2 + a3 − a4 + ...+ an−1 − an dla n parzystego

a1 − a2 + a3 − a4 + ...− an−1 + an dla n nieparzystego

|AP1| = 1
2
l

|AP2| = 1
2
l − 1

4
l = 1

4
l

|AP3| = 1
2
l − 1

4
l + 1

8
l = 1

4
l + 1

8
l = 3

8
l

|AP4| = 1
2
l − 1

4
l + 1

8
l − 1

16
= 3

8
l − 1

16
l = 6

16
l − 1

16
l = 5

16
l

Zatem widzimy, »e dªugo±¢ |APn| jest ró»nic¡ ci¡gów {bn} i {cn}, w których:

b1 =
1
2
l oraz qb =

1
4
,

c1 =
1
4
l oraz qc =

1
4
.

⇓

|APn| = Sbn −Scn = b1 ·
1−qnb
1−qb
− c1 · 1−q

n
c

1−qc = 1
2
l · 1−(

1
4
)n

1− 1
4

− 1
4
l · 1−(

1
4
)n

1− 1
4

= 1
2
l · 4

3
· (1− 1

4n
)− 1

4
l · 4

3
· (1− 1

4n
) =

= 4
3
· (1− 1

4n
) · (1

2
l − 1

4
l) = 1

4
l · 4

3
· (1− 1

4n
) = 1

3
l · (1− 1

4n
)

Granica dªugo±ci odcinków |APn| wynosi wi¦c:

limn→∞|APn| = limn→∞(
1
3
l · (1− 1

4n
)) = limn→∞

1
3
l · (limn→∞1− limn→∞

1
4n
) = 1

3
l · (1− 0) = 1

3
l

2.96

Poniewa» przyrost ilo±ciowy substancji jest proporcjonalny do przedziaªu czasu τ ,

wi¦c po chwili τ mamy:

Qτ = Q0 + k ·Q0 · τ , gdzie k jest wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci

Zatem Qτ = Q0 · (1 + k · τ)

Dla τ = t
n
otrzymujemy:

Q
(n)
t = Q0(1 + k · t

n
)n

oraz

limn→∞Q
(n)
t = limn→∞(Q0(1 + k · t

n
)n) = Q0 · limn→∞[(1 +

kt
n
)

n
kt ]kt =

= Q0 · [limn→∞(1 +
kt
n
)

n
kt ]kt = Q0 · ekt
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