Tw. 1.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, + b,} ma granice a+b.
Tw. 2.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, — b,} ma granice a-b.
Tw. 3.

Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {b,} ma granice b, to ciag {a, - b,} ma granice a-b.
Tw. 4.

Jezeli ciag {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym zaden z wyrazow ciagu {b,}
nie ro6wna sie zeru, ani tez jego granica b nie jest rowna zeru, to ciag {‘;—HL} ma granice .
Tw. 5.

Ciag o wyrazie ogbdlnym u, = ¢" ma skonczong granice tylko dla —1 < ¢ < 1, przy czym:
a). Jezeli —1 < ¢ < 1, to lim, ,q" =0

b). Jezeli ¢ = 1, to ¢" = 1, wiec lim,_00q" = 1

Tw. 6.

Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciag {¥/a,}, gdzie p jest ustalona
liczba naturalng, ma granice /a.

Tw. 7. O trzech ciggach

Jezeli wyrazy ogolne trzech ciagow {a,}, {u,}, {b,} spemiaja dla n > ny nieré6wnosé:

an < u, <b,

i jezeli ciagi {a,}, {b,} maja wspolna granice g, tzn:

limy, oon = limy_00bn = ¢

to ciag {u,} ma te sama granice, czyli:

limy, _ooln = g

Wzér 1:

limy, oo V/a=1,dlaa >0

Wzoér 2:

limy, oo (1 + an)ﬁ = e, jezeli lim,_,o0a, =01 a, #0

Wzér 3:

limy, oo /n =1



Tw. 8.
lim, oo /a, = 1, jezeli a, > 0, lim,,_,oa, # 0 oraz lim,_,..a, #* o0

Tw. 9.

Jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica

im0 | =

=g <1

U

to limy,—ootty, =0
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Udowodnié¢: {/|u,| - g¢<1 = wu,—0

Najpierw zauwazmy, ze dla n € N i n> 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest nieujemne,

wiec wszystkie wyrazy ciagu { {/|u,|} sa okreslone. Na podstawie definicji granicy mamy:

|/ lunll < g +e
Ve < q+e

|un| < (g +€)"

Wezmy ¢ tak male, ze ¢ + ¢ < 1, wtedy:

lun| < (g+e)" <1

Na podstawie tw. 5 mamy

limpoo(q+€)" =0

Poniewaz ciag |u,| jest ograniczony z dotu przez liczbe 0, to zachodzi:
0<|up| < (g+e)" <1

Stosujac teraz tw. 7 o trzech ciagach, otrzymujemy: lim,, o |u,| =0
Zachodzi oczywista nierdwno$cé:

Zatem stosujac ponownie tw. 7 o trzech ciggach dostajemy ostatecznie:
limy, ooy, = 0

c.n.d.
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af2

7 twierdzenia Pitagorasa obliczamy, ze wysoko$¢ trojkata rownobocznego wynosi:

_ V3
h<—-7;a
Zatem pole trojkata wynosi:
_ 1 _ 1 3. _ V3,2
S—iah—ia TG—TG

Zalozmy, ze przy podstawie trojkata lezy n trojkatow. Jak widzimy na ponizszym rysunku

$rednica kazdego z nich wynosi:

a—au
n

1

Przy n — oo a,, — 0.

Poziom wyzej nad tymi kotami lezy n — 1 identycznych kot i tak dalej az do



najwyzszego poziomu, gdzie lezy tylko jedno koto. Zatem wszystkich kot jest:
kn=n+Mn—-1)+Mn—-2)+..+1
Pole kazdego kota wynosi:

_ a—an\2 __ ((l—an)gﬂ'
Skn _ﬂ-.( 2nn) - 4n?

Natomiast pole wszystkich kot wynosi:

—ap)? a—an)? n(n a—an)?(n

Sy =020 (n—1) 4.4 1) = ) g nletD)  enPnt))
A stosunek S% WYNOSi:
Sk (a—an)?(ntl) P S (a—an)?(n+D)m
S 8n a2v/3 2v/3n-a2

) ) } Sin 1.
Obliczmy granice ciggu {~g* }:
. Sk __ 7 (a—an)?(n+D)7 5. (a—an)2(1+%)7r . limn_mo((a—an)g(l—l-%)w) .
l’lmn—ﬂ)o% - llmn—ﬂ)o 2\/§.n.a2 — llmn—mo 2\/§‘a2 - limnﬁoo(Q\/gaQ)
i (limnﬂooaflimnﬁooan)Q(limnﬁoo1+limn%oo%)limn%wﬂ _ (@=02(140)7 _ a2z /3
N 2+/3-a2 T 2v3ae®2 T 2v/3ae2 T 2v/3° 6
2.93
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Wzdtuz boku a lezy n okregow, kazdy o srednicy 2 i promieniu 5-. Wzdtuz boku b lezy

%.
bbn — @ okregow, gdzie (3, jest dtugocia, ktora nalezy do przedzialu < 0, %)

w zaleznodci od wymiaréw prostokata. [, — 0 gdy n — co. Pole pojedyniczego kola wynosi:

Pole prostokata wynosi:
Sp =ab

Laczne pole wszystkich kot wpisanych w prostokat wynosi:

SK =n n(b—Pn) . ma? _ ma(b—Pn)

n a 4n2 4

Zatem szukana granica wynosi:



; Skn — 15 ﬂ'a(b_ﬁn) I R, W(b_ﬁn) _ limn—moﬂ"(limnﬁoob—limnﬁooﬂn) _
Lm0 52 = 1My 00— ap = Mnsee = = limn—oodb =
m(b—0) ™ _ 1

m a1l
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Trojkatow jest n — 2. Kazdy z nich ma bok o dtugosci 4 oraz wysokos¢ h = v3.d -
n 2 n

Pole trojkata wynosi:
g 1.d dv3 _ a3

2 n  2n 4n?

Obwdd trojkata wynosi:
O=3.4—3d

Pole catej figury wynosi:

S, = (n . 2) L d3V3 _ nd*v3 _ 2d%°V3 _ d*V3 _ d*V3

4n? T 4n? 4n? 4n 2n2

Obwod catej figury wynosi:
O :(n_g).ﬁlzw_&lzgd_ﬁ_d

Zatem szukane granice wynosza:

. . d2 3 . d2\/§ o o
limy,—00Sn = lzmn_mfnf —limy 005 =0—-0=0

Limyy00On = lim,_y003d — limy, 0% = 3d — 0 = 3d
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A PPP P B
IAB| =

\Apﬂ = %l = aq

|P2P1|:%l:a2

‘ngg‘:%l:ag

|P4P3‘ = %6l = a4

Widzimy, ze dtugosci poszczegdlnych odcinkéw tworza ciag geometryczny, w ktorym

a; = 3l oraz q = 3.



a1 —as+az — ay+ ... + a1 — a, dla n parzystego

|AP,| =
a1 — Qs+ az —ay + ... — a1 + a, dla n nieparzystego
|AP| = %l
|AP| = %l — }ll = }Ll
\AP;;]z%l—}J%—él:il—l—%l:gl
AP =Ml -l =86y 1y 5y

Zatem widzimy, ze dtugosé¢ |AP,| jest roznica ciagow {b,} i {c,}, w ktorych:
by = %l oraz q, = %‘,
¢ = 1l oraz g. = 1.

4

1-qy 1—q¢ _ 1 _ 17 4 1 17 4 1
AP = S, = Sew = b mgr = g =3l 50— o =gl (- 3l (U m
T RO R RE NSRS

Granica dtugosci odcinkow |AP,| wynosi wiec:

1M 00| AP | = limy oo (51 (1= 77)) = limysoesl - (iMool — limyoeq) = 51+ (1 —0) = 3l
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Poniewaz przyrost iloSciowy substancji jest proporcjonalny do przedzialu czasu T,
wiec po chwili 7 mamy:

Q- = Qo+ k-Qq- T, gdzie k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci

Zatem Q, = Qo - (1+ k- 1)

Dla 7 = % otrzymujemy:

Q" = Qo1 +k- L)

oraz

[0 Q)" = Limpo0(Qo(1+ k- £)™) = Qo - limp oo [(1 4+ 2)F]H =

= Qo - [limy_eo (1 + %)ﬁ]kt = Q- ekt

@



