3.21.
o0 1
Zn:l n(n+1)
Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Ponadto wyraz ogdlny tego szeregu jest zbiezny do 0,
wiec warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spelniony.

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:

Sp = s1+ (2+1):%+%:%+%:%+%:é:§

e e T R R b

0= 2kt RD = 2okt k) = ket ki) = ket (Rern — wer) = km G ) =
~ St Shmgr =G+t -G it o -
=1+G-)+G-)+G- DTG -D =1

Zatem:

LMy sooSn = liMpso0o(1 — =5) = iy ool — liMy ooy =1—-0=1

3.22.

12 22 + 7 32 T 42 +ot 2(7:;11)2 + -
Widzimy, ze jest to szereg o wyrazach dodatnich. Ponadto jego wyraz ogélny w,, = %
dazy do 0 (poniewaz w mianowniku tego utamka mamy wielomian wyzszego stopnia niz w liczniku),

wiec warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spetniony.

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:

g = 2 =3 —3
1= 1222 — 14— 1
_ 2241 _ 3, 5 _ 3, 5 _ 271, 5 _ 32 __ 8
S2=S1t+ P =iti19=1 3 =3T3 =3 — o9
_ 2-3+1 8 | 7 _ 81647 _ 12847 | 135 15
§3 = S2 + 333 5 T 916 — o916 — 144 T 1

2k+1 k+1 1 _ n 1 1 1 _
Zk 1 k2 kil)2 Zk; 1(k2 k—:-l 7+ k2( k+1 ) Zk 1(k2 k+1) + k(k-q—l)?) - Zk:l(k(k_u) '(E""m)) -
= Zk 1(( k+1)(1 k+1>) Zk 1(( ) (k+1) ) Zk 1(k2 - I<:+1 ) Zk 1 k2 Zzzl (k-:l)2 -
n n—1 1 1
=1+ o m — 2 T2 ~ g2

Poniewaz



—1 . .
ZZ:Q k% — Z:l m = 0, wiec otrzymujemy:

snzl—mastadd:

Ly — o0 Sn = liMy—seol — limnﬁwﬁ =1-0=1

3.23.

2+ In(1+3)+in(1+3)+..+n(l+1)+..

Zauwazmy, ze dlan € N A n > 0 zar6wno utamek % jak i logarytm naturalny sa okreslone.
Ponadto mamy:

limy,ooln(1+ %) = (z cigglosci logarytmu naturalnego) = In(limy, .1+ limnﬁoo%) =In(14+0) =
=Inl=0

zatem warunek konieczny zbieznosci szeregu jest okreslony.

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:

s1 = In2

sp = In2+1In(l1+3) =In2+Ind

s3=1In2+In3 +In(l+3)=In2+Ind +Ing

Sn = p_y In(1+ 1) = >, In* L = (na podstawie wzoru In% = Ina — Inb) =
=S (In(k+1)—Ink) =0 In(k+1) =7 Ink = In(n+1)+ 37— In(k+1) —Inl =3}, Ink
Poniewaz

Z;ll In(k+ 1) —>7_, Ink =0, wiec otrzymujemy:
sp=Inn+1)—Inl=In(n+1)—-0=In(n+1)
Poniewaz wraz ze wzrostem n, powyzszy logarytm rosnie do +oo, wiec:
limp—00Sn = limy, ooln(n + 1) = +o0

A zatem szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.24.
1 24 3.7 410
Zauwazmy najpierw, ze szereg ten poczawszy od drugiego wyrazu jest szeregiem o wyrazach

nieujemnych, wiec mozemy go jako taki traktowac.



W ponizszych wyliczeniach bedziemy korzystali z wzorow:

Ing =Ina —Inb

In(ab) = lna + Inb

Wyliczmy kilka poczatkowyh sum czesciowych:

51 = ln}L ={nl —Ind

so =51+ In22 =Int+In(2-4) —In(1-7) = Inl — Ind + In2 + Ind — Inl — InT = In2 — In7

3= S+ Ingh = In2—In7+ (In(3-7) —In(2-10)) = In2 — In7+In3+In7—In2 —Inl0 = In3 —Inl0
s4 =53+ Ing13 = s3+ (In(4-10) — In(3-13)) = In3 — In10 + Ind + In10 — In3 — In13 = In4 — In13
:na podstawie powyzszych wyliczen mozemy podaé¢ wzor na n-tg sume czgstkowy
Sp=1Inn—In(Bn+1) (1)

Udowodnijmy przez indukcje matematyczng prawdziwo$¢ powyzszego wzoru na n-tg sume
czastkowa.

Dla k= 1,2,3,4 wzor ten jest prawdziwy. Zaktadamy teraz, ze jest on prawdziwy

dlake N AN k=21

sk = Ink — In(3k + 1)

a twierdzimy, ze prawdziwa jest teza indukcyjna:

Spr1 =In(k+1)—InBk+1)+1)=In(k+1) —In(3k+4)

Na podstawie sposobu okreslenia szeregu mamy:

- (k+1)(3k+1) (k41)(3k+1)
Sk+1 = Sk + lnm = sk +In k(3k+4)

Przeksztalémy teraz wzor na (k-+1)-ta sume czastkowa;

sk = sk + ISP — s+ (In((k 4+ 1)(3k + 1)) — In(k(3k + 4))) =

=Ink —In(Bk+1)+In(k+1)+In3k+1) —ink —In(3k +4) =

=In(k+1) — In(3k + 4), czyli mamy teze indukcyjna.

A zatem udowodnilismy, ze z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzor (1)
jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej wiekszej od 0.

ZnajdZzmy teraz granice ciggu sum cze$ciowych szeregu:

liMmyyoe8n = liMmp oo (Inn — In(3n + 1)) = lim,lnz "5 =z ciaglodci logarytmy naturalnego=

3In+

_ ; 1y = 1 _ 7,1
= ln(lzmn_,oong%) = Ing5 = Ing



3.25.

DoV — /)

To zdanie jest problematyczne. Zawiera btad w tresci, bo dla n=1 drugi pierwiastek przyjmuje postac
Vi, co w matematyce nie jest okreslone. Dlatego napisalem w tresci sume zaczynajaca sie od n=2.
Ponadto musi zachodzi¢ x € R, U {0}, bo wyrazenie podpierwiastkowe nie moze by¢ ujemne.

Przeksztalémy szereg do nastepujacej postaci:

1

S (e — )
Obliczmy kilka poczatkowych sum czastkowych:

1 1
§1 =15 —x3

1 1 1 1 l 1 1 1
Sg =81 +2x7 —x5 =15 —x3 +I7 TrT5 = 7 — I3
1 1 l 1 1 1
85—824—339—1‘7_;1:7 xr3 + xo X7 = 9 — I3
1 1 1 1 1 1 1 1
Sy =83+ x1T —x5 =29 —x3 + 211 —xrs =1 — 13

1 1 1 1
Sy = X2+l — p3 = 243 — 3

Zatem:
. . 1 . 1
iy —ooSn = 1My, oo 2703 — iMoo T3
. . _1 . 1
Dla x = 0 jest: lim, 5,027 — lim, .03 =0—-0=10
. . 1 ) 1 . 1 1
Dla x > 0 jest: [ty 0023 — 1My 003 = 1My 00T 27 F3 — T3
Poniewaz przy n — oo utamek 5-= dazy do 0, wigc limy,_yoox2n+3 0¥ = =1, czyli
. 1
limy—yooSy =1 — 23 =1 — \3/5

Natomiast dla x < 0, tak jak to juz powiedziano we wstepie szereg nie jest okreslony.

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:

312#22:2“
SQZ%:%:'LU‘FUQ
53:%:%:1”—{—1@—}—“3
S4Z%Z§:U1+U2+U3+U4



ot

1_6
Ss = =2 =u; +uyt+uz+us+us

Sn:nTH:U1+U2+U3+...+Un

Na podstawie powyzszych sum czastkowych mozemy wyliczyé¢ poczatkowe wyrazy szeregu:

Uy = 2
UQ:%—U:[—%_2:—%
=4 =24l =
'LL4:%—’LL1—U2—U3—Z—2+% %:_%2
U5=§—U1—U2—U3—U4=g—2+%+%+1—12:—2—10
Zauwazmy, ze:
Ug = —1]."—2
Uz = —%
Uyg = —ﬁ
Uy = —ﬁ
i ogoblnie:
n = Gt
Zatem szukany szereg ma postac:
2 Y,
=2 (n—1)n
a jego suma wynosi:
S = limy, oSy = limy, oo "L = lim, o 8 = lim, 1+ limy, oot = 140 =1
n 1 9] n—00

Opcjonalnie obliczmy jeszcze sume szeregu na podstawie sumy jego wyrazow:

S=2-3 s =2 G ) =2 st e r = 2 e s e F e =
(obie sumy nawzajem si¢ znoszg) =2 —1=2—-1=1.

Czyli otrzymaliémy ten sam wynik co obliczajac granice ciggu sum czastkowych.

To potwierdza poprawnos¢ naszych wyliczen.

3.27.

_ —142n
Sn - on

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:



Si= = = my oy

SH="Fr =" =t=utu

Gy = —124523 :%:%:ul—l—uz-i—uza

5'4: _12'224 — _11216 = %ZU1+UQ+U3+U4
S5Z%Z%Z%IU1+UQ+U3+U4+U5

Na tej podstawie obliczmy kilka poczatkowych wyrazow:

ulzé

O SR EEEE
w=f-w-wm=]-b-i=}
w=f-u-w-w=f-i-i-i=4

R B U BUSITES EE SR B

Widzimy wiec, ze:

1
'Lbn—2—n

i szereg ma postac:
Dt on

n=1 2n
Jego suma wynosi:

S = 1imy 06 S = liMy 00 =552 = limy oo (—55) + limy 002 =04+ 1 =1

Obliczmy jeszcze dla pewnoéci sume tego szeregu na podstawie znalezionej jego definicji:
1 1 1
> oot on 220:1(5 =y
1

jest to szereg geometryczny, w ktorym a; = 5 i ¢ = % Zatem korzystajac z wzoru na sume

szeregu geometrycznego obliczamy:

1
S:—al :—E =
1

— 1
1
q 1—=

NI NTE

Co potwierdza poprawno$¢ naszych wyliczen.

Wypiszmy kilka poczatkowych sum czastkowych:
Sy =0 - 1oy,

S =G =t =wm+u

[\



S3: () = —% =U] + U + U3

w
Wl

_1)4
S4:(i) :l:U1+UQ+U3+U4

'S

S5 = (_51) :—%:u1+u2+u3+U4+U5
1

_1)6
56:(6) :%IU1+U2+U3+U4+U5+U6

U,lz—l

w=j-m=}- () =}+1=]

wy=—h o= b (1) -1
U4:i—U1—U2—U3:%—<—1)—%—
U5:—%—U1—UQ—U3—U4:
UGZ%—Ul—Ug—Ug—U4—U5:6—(—1)—%—

Na tej podstawie mozemy napisa¢ wzor na wyraz og6lny szeregu:

a wiec nasz szereg wyglada nastepujgco:

—1+ 35050 o,
a jego suma wynosi:

S = limy,_—00S, = limn_moﬂ

=0, bo przy n — oo wartosci ciggu S,, daza do 0 naprzemiennie

raz po lewej stronie 0 a raz po prawe;j.

Obliczmy jeszcze dla pewno$ci sume znalezionego szeregu na podstawie jego definicji:

§ =14+ X, (-1 25k

Rozbijmy powyzsza sume na sume wyrazow parzystych i sume wyrazéow nieparzystych:

S = —1+22°:1(—1) 2 (2k 1 2k +Zk 1( )%H'

4k4+2-1 __

k1 o0
—1+ 3 @enar — ke 2k-(2k+1)

— e 12k4];—;€_i1 = -1+ 1k(2k 1)
—1+2Zk:1m—lzk=1m_
—14+2- ——i-QZk 2% 1 -2y 12k+1_1
=-1+4+2+0- 3> ra —

1 1
3 2kt k-(2k+1) 1

Przeksztalémy teraz wyrazenie w nawiasie:

00 1 00 1
D ket =) T ket BT

2k+1

—1+3700 1(21<;
1

- Zk 1 k-(2k—1) 2k 1)

23 1 R s

o] 1
2 Zk:l k-(2k—-1)

2(2k+1)—1

((2k+1)7 )-(2k+1)

2k—1

=2 (%

(2k—1)(2k+1)

+ % (2k—1)(2k+1)

) =

Zk 1 K( 2k+1)

1
2 Zk:l k-(2k+1) —

2k (7

— 2 2%- (2k: -

1 1
Zk:l k-(2k+1)

1 \oo 1 _
2 Zk:l k-(2k+1) —
%(220:1 m + ZZL k-(2]1c+1))

2k+14+2k—1

(2k—1)(2k+1)

)=

(1)



= Zk 1 k- (2k— 1 (2k+1 4Zk 1 (2k— 1)(2k+1)

Sp=L =1
St =S+ =3+ b =2
Sho=Sw b=tk
S =Smt+is=2+&=4

Sy, = b,

n 2kn+1
kn

_ _ 1z 1 _ 1
Sk = limi, soospi lzmkﬁoo—%n - limy, o057 T =502
n n

kn

Zatem mamy:

()= 14 S g = 1 b4 d=1- 2= 1-1=0

Wiec tym sposobem réwniez suma wyniosta 0, co potwierdza poprawnos¢ naszych wyliczen.

3.29.
Dot T

n=1 2n—1
Z postaci szeregu widzimy, ze jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Ponadto wida¢, ze granica
wyrazu ogoblnego szeregu wynosi 0, wiec warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spetniony.
Zabadajmy teraz jego zbieznosc.

_ 1y 1

Zn 12n >Zn 12n_2zn:1n

Po prawej stronie nier6wnosci mamy szereg harmoniczny rzedu 1, ktory jest rozbiezny. Zatem na

podstawie kryterium poréwnawczego i twierdzenia (3.1.2) badany szereg jest rozbiezny.

3.30.
00 n/l __ 00 1
PDRPRTEE Dol
Poniewaz lim u, = lim 4 = = 1, wiec warunek konieczny zbieznosci szeregu
n—oo Yn n—o0 % lzmn%oo f

nie jest spelniony a zatem badany szereg jest rozbiezny.

3.31.

Zoo logn
n=1 n3



Widzimy, ze jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy jego zbieznos¢:
! 1
PO D DT D DN

Poniewaz po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rzedu 2, ktory jest zbiezny, wiec na podstawie

kryterium poréwnawczego badany szereg rowniez jest zbiezny.

3.32.
00 n+2
anl Qn;—l

Widzimy, ze jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Ponadto wida¢, ze wyraz ogolny szeregu jest

zbiezny do 0, poniewaz w mianowniku mamy wielomian stopnia wyzszego niz w liczniku. A zatem
warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spelniony.

WezZzmy pod uwage wyraz ogélny tego szeregu:

nt2 42 142
2n3—1 2n2—% — 2n2—

3
2n2—n?

Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny stopnia 2, ktéry jest zbiezny. Zatem na podstawie

kryterium poréwnawczego oraz twierdzenia 3.1.2 stwierdzamy, ze badany szereg jest zbiezny.



