
3.21.∑∞
n=1

1
n(n+1)

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Ponadto wyraz ogólny tego szeregu jest zbie»ny do 0,

wi¦c warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony.

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

s1 = 1
1·(1+1)

= 1
2

s2 = s1 + 1
2·(2+1)

= 1
2

+ 1
2·3 = 1

2
+ 1

6
= 3

6
+ 1

6
= 4

6
= 2

3

s3 = s2 + 1
3·(3+1)

= 2
3

+ 1
3·4 = 2

3
+ 1

12
= 8

12
+ 1

12
= 9

12
= 3

4

...

sn =
∑n

k=1
1

k(k+1)
=

∑n
k=1

k−k+1
k(k+1)

=
∑n

k=1
k+1−k
k(k+1)

=
∑n

k=1(
k+1

k(k+1)
− k

k(k+1)
) =

∑n
k=1(

1
k
− 1

k+1
) =

=
∑n

k=1
1
k
−

∑n
k=1

1
k+1

= (1
1

+ 1
2

+ 1
3

+ ... + 1
n
)− (1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ ... + 1

n+1
) =

= 1 + (1
2
− 1

2
) + (1

3
− 1

3
) + (1

4
− 1

4
) + ... + ( 1

n
− 1

n
)− 1

n+1
= 1− 1

n+1

Zatem:

limn→∞sn = limn→∞(1− 1
n+1

) = limn→∞1− limn→∞
1

n+1
= 1− 0 = 1

3.22.

3
12·22 + 5

22·32 + 7
32·42 + ... + 2n+1

n2·(n+1)2
+ ...

Widzimy, »e jest to szereg o wyrazach dodatnich. Ponadto jego wyraz ogólny un = 2n+1
n2·(n+1)2

d¡»y do 0 (poniewa» w mianowniku tego uªamka mamy wielomian wy»szego stopnia ni» w liczniku),

wi¦c warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony.

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

s1 = 3
12·22 = 3

1·4 = 3
4

s2 = s1 + 2·2+1
22·32 = 3

4
+ 5

4·9 = 3
4

+ 5
36

= 27
36

+ 5
36

= 32
36

= 8
9

s3 = s2 + 2·3+1
32·42 = 8

9
+ 7

9·16 = 8·16+7
9·16 = 128+7

144
+ 135

144
= 15

16

...

sn =
∑n

k=1
2k+1

k2(k+1)2
=

∑n
k=1(

k+1
k2(k+1)2

+ k
k2(k+1)2

) =
∑n

k=1(
1

k2(k+1)
+ 1

k(k+1)2
) =

∑n
k=1(

1
k(k+1)

·( 1
k

+ 1
k+1

)) =

=
∑n

k=1((
1
k
− 1

k+1
)( 1

k
+ 1

k+1
)) =

∑n
k=1((

1
k
)2− ( 1

k+1
)2) =

∑n
k=1(

1
k2
− 1

(k+1)2
) =

∑n
k=1

1
k2
−
∑n

k=1
1

(k+1)2
=

= 1 +
∑n

k=2
1
k2
−

∑n−1
k=1

1
(k+1)2

− 1
(n+1)2

Poniewa»
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∑n
k=2

1
k2
−

∑n−1
k=1

1
(k+1)2

= 0, wi¦c otrzymujemy:

sn = 1− 1
(n+1)2

a st¡d:

limn→∞sn = limn→∞1− limn→∞
1

(n+1)2
= 1− 0 = 1

3.23.

ln2 + ln(1 + 1
2
) + ln(1 + 1

3
) + ... + ln(1 + 1

n
) + ...

Zauwa»my, »e dla n ∈ N ∧ n > 0 zarówno uªamek 1
n
jak i logarytm naturalny s¡ okre±lone.

Ponadto mamy:

limn→∞ln(1 + 1
n
) = (z ciąg lości logarytmu naturalnego) = ln(limn→∞1 + limn→∞

1
n
) = ln(1 + 0) =

= ln1 = 0

zatem warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest okre±lony.

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

s1 = ln2

s2 = ln2 + ln(1 + 1
2
) = ln2 + ln3

2

s3 = ln2 + ln3
2

+ ln(1 + 1
3
) = ln2 + ln3

2
+ ln4

3

...

sn =
∑n

k=1 ln(1 + 1
k
) =

∑n
k=1 ln

k+1
k

= (na podstawie wzoru lna
b

= lna− lnb) =

=
∑n

k=1(ln(k+1)− lnk) =
∑n

k=1 ln(k+1)−
∑n

k=1 lnk = ln(n+1)+
∑n−1

k=1 ln(k+1)− ln1−
∑n

k=2 lnk

Poniewa»∑n−1
k=1 ln(k + 1)−

∑n
k=2 lnk = 0, wi¦c otrzymujemy:

sn = ln(n + 1)− ln1 = ln(n + 1)− 0 = ln(n + 1)

Poniewa» wraz ze wzrostem n, powy»szy logarytm ro±nie do +∞, wi¦c:

limn→∞sn = limn→∞ln(n + 1) = +∞

A zatem szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.24.

ln1
4

+ ln2·4
1·7 + ln 3·7

2·10 + ln4·10
3·13 + ...

Zauwa»my najpierw, »e szereg ten pocz¡wszy od drugiego wyrazu jest szeregiem o wyrazach

nieujemnych, wi¦c mo»emy go jako taki traktowa¢.
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W poni»szych wyliczeniach b¦dziemy korzystali z wzorów:

lna
b

= lna− lnb

ln(ab) = lna + lnb

Wyliczmy kilka pocz¡tkowyh sum cz¦±ciowych:

s1 = ln1
4

= ln1− ln4

s2 = s1 + ln2·4
1·7 = ln1

4
+ ln(2 · 4)− ln(1 · 7) = ln1− ln4 + ln2 + ln4− ln1− ln7 = ln2− ln7

s3 = s2 + ln 3·7
2·10 = ln2− ln7 + (ln(3 · 7)− ln(2 · 10)) = ln2− ln7 + ln3 + ln7− ln2− ln10 = ln3− ln10

s4 = s3 + ln4·10
3·13 = s3 + (ln(4 · 10)− ln(3 · 13)) = ln3− ln10 + ln4 + ln10− ln3− ln13 = ln4− ln13

...na podstawie powy»szych wylicze« mo»emy poda¢ wzór na n-t¡ sum¦ cz¡stkow¡

sn = lnn− ln(3n + 1) (1)

Udowodnijmy przez indukcj¦ matematyczn¡ prawdziwo±¢ powy»szego wzoru na n-t¡ sum¦

cz¡stkow¡.

Dla k = 1, 2, 3, 4 wzór ten jest prawdziwy. Zakªadamy teraz, »e jest on prawdziwy

dla k ∈ N ∧ k > 1:

sk = lnk − ln(3k + 1)

a twierdzimy, »e prawdziwa jest teza indukcyjna:

sk+1 = ln(k + 1)− ln(3(k + 1) + 1) = ln(k + 1)− ln(3k + 4)

Na podstawie sposobu okre±lenia szeregu mamy:

sk+1 = sk + ln (k+1)(3k+1)
k(3k+1+3)

= sk + ln (k+1)(3k+1)
k(3k+4)

Przeksztaª¢my teraz wzór na (k+1)-t¡ sum¦ cz¡stkow¡:

sk+1 = sk + ln (k+1)(3k+1)
k(3k+4)

= sk + (ln((k + 1)(3k + 1))− ln(k(3k + 4))) =

= lnk − ln(3k + 1) + ln(k + 1) + ln(3k + 1)− lnk − ln(3k + 4) =

= ln(k + 1)− ln(3k + 4), czyli mamy tez¦ indukcyjn¡.

A zatem udowodnili±my, »e z zaªo»enia indukcyjnego wynika teza indukcyjna. Czyli wzór (1)

jest prawdziwy dla ka»dej liczby naturalnej wi¦kszej od 0.

Znajd¹my teraz granic¦ ci¡gu sum cz¦±ciowych szeregu:

limn→∞sn = limn→∞(lnn− ln(3n + 1)) = limn→∞ln
n

3n+1
=z ci¡gªo±ci logarytmy naturalnego=

= ln(limn→∞
1

3+ 1
n

) = ln 1
3+0

= ln1
3
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3.25.∑∞
n=2(

2n+1
√
x− 2n−1

√
x)

To zdanie jest problematyczne. Zawiera bª¡d w tre±ci, bo dla n=1 drugi pierwiastek przyjmuje posta¢

1
√
x, co w matematyce nie jest okre±lone. Dlatego napisaªem w tre±ci sum¦ zaczynaj¡c¡ si¦ od n=2.

Ponadto musi zachodzi¢ x ∈ R+ ∪ {0}, bo wyra»enie podpierwiastkowe nie mo»e by¢ ujemne.

Przeksztaª¢my szereg do nast¦puj¡cej postaci:∑∞
n=2(x

1
2n+1 − x

1
2n−1 )

Obliczmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

s1 = x
1
5 − x

1
3

s2 = s1 + x
1
7 − x

1
5 = x

1
5 − x

1
3 + x

1
7 − x

1
5 = x

1
7 − x

1
3

s3 = s2 + x
1
9 − x

1
7 = x

1
7 − x

1
3 + x

1
9 − x

1
7 = x

1
9 − x

1
3

s4 = s3 + x
1
11 − x

1
9 = x

1
9 − x

1
3 + x

1
11 − x

1
9 = x

1
11 − x

1
3

...

sn = x
1

2(n+1)+1 − x
1
3 = x

1
2n+3 − x

1
3

Zatem:

limn→∞sn = limn→∞x
1

2n+3 − limn→∞x
1
3

Dla x = 0 jest: limn→∞0
1

2n+3 − limn→∞0
1
3 = 0− 0 = 0

Dla x > 0 jest: limn→∞x
1

2n+3 − limn→∞x
1
3 = limn→∞x

1
2n+3 − x

1
3

Poniewa» przy n→∞ uªamek 1
2n+3

d¡»y do 0, wi¦c limn→∞x
1

2n+3 = 1, czyli

limn→∞sn = 1− x
1
3 = 1− 3

√
x

Natomiast dla x < 0, tak jak to ju» powiedziano we wst¦pie szereg nie jest okre±lony.

3.26.

Sn = n+1
n

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

S1 = 1+1
1

= 2 = u1

S2 = 2+1
2

= 3
2

= u1 + u2

S3 = 3+1
3

= 4
3

= u1 + u2 + u3

S4 = 4+1
4

= 5
4

= u1 + u2 + u3 + u4
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S5 = 5+1
5

= 6
5

= u1 + u2 + u3 + u4 + u5

...

Sn = n+1
n

= u1 + u2 + u3 + ... + un

Na podstawie powy»szych sum cz¡stkowych mo»emy wyliczy¢ pocz¡tkowe wyrazy szeregu:

u1 = 2

u2 = 3
2
− u1 = 3

2
− 2 = −1

2

u3 = 4
3
− u1 − u2 = 4

3
− 2 + 1

2
= −1

6

u4 = 5
4
− u1 − u2 − u3 = 5

4
− 2 + 1

2
+ 1

6
= − 1

12

u5 = 6
5
− u1 − u2 − u3 − u4 = 6

5
− 2 + 1

2
+ 1

6
+ 1

12
= − 1

20

Zauwa»my, »e:

u2 = − 1
1·2

u3 = − 1
2·3

u4 = − 1
3·4

u5 = − 1
4·5

i ogólnie:

un = − 1
(n−1)·n

Zatem szukany szereg ma posta¢:

2−
∑∞

n=2
1

(n−1)n

a jego suma wynosi:

S = limn→∞Sn = limn→∞
n+1
n

= limn→∞
1+ 1

n

1
= limn→∞1 + limn→∞

1
n

= 1 + 0 = 1

Opcjonalnie obliczmy jeszcze sum¦ szeregu na podstawie sumy jego wyrazów:

S = 2−
∑∞

n=2
1

(n−1)n = 2−
∑∞

n=2(
1

n−1−
1
n
) = 2−

∑∞
n=2

1
n−1 +

∑∞
n=2

1
n

= 2− 1
2−1−

∑∞
n=3

1
n−1 +

∑∞
n=2

1
n

=

(obie sumy nawzajem si¦ znosz¡) = 2− 1
1

= 2− 1 = 1.

Czyli otrzymali±my ten sam wynik co obliczaj¡c granic¦ ci¡gu sum cz¡stkowych.

To potwierdza poprawno±¢ naszych wylicze«.

3.27.

Sn = −1+2n

2n

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:
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S1 = −1+21

21
= −1+2

2
= 1

2
= u1

S2 = −1+22

22
= −1+4

4
= 3

4
= u1 + u2

S3 = −1+23

23
= −1+8

8
= 7

8
= u1 + u2 + u3

S4 = −1+24

24
= −1+16

16
= 15

16
= u1 + u2 + u3 + u4

S5 = −1+25

25
= −1+32

32
= 31

32
= u1 + u2 + u3 + u4 + u5

Na tej podstawie obliczmy kilka pocz¡tkowych wyrazów:

u1 = 1
2

u2 = 3
4
− u1 = 3

4
− 1

2
= 1

4

u3 = 7
8
− u1 − u2 = 7

8
− 1

2
− 1

4
= 1

8

u4 = 15
16
− u1 − u2 − u3 = 15

16
− 1

2
− 1

4
− 1

8
= 1

16

u5 = 31
32
− u1 − u2 − u3 − u4 = 31

32
− 1

2
− 1

4
− 1

8
− 1

16
= 1

32

Widzimy wi¦c, »e:

un = 1
2n

i szereg ma posta¢:∑∞
n=1

1
2n

Jego suma wynosi:

S = limn→∞Sn = limn→∞
−1+2n

2n
= limn→∞(− 1

2n
) + limn→∞

2n

2n
= 0 + 1 = 1

Obliczmy jeszcze dla pewno±ci sum¦ tego szeregu na podstawie znalezionej jego de�nicji:∑∞
n=1

1
2n

=
∑∞

n=1(
1
2
· 1
2n−1 )

jest to szereg geometryczny, w którym a1 = 1
2
i q = 1

2
. Zatem korzystaj¡c z wzoru na sum¦

szeregu geometrycznego obliczamy:

S = a1
1−q =

1
2

1− 1
2

=
1
2
1
2

= 1

Co potwierdza poprawno±¢ naszych wylicze«.

3.28.

Sn = (−1)n
n

Wypiszmy kilka pocz¡tkowych sum cz¡stkowych:

S1 = (−1)1
1

= −1 = u1

S2 = (−1)2
2

= 1
2

= u1 + u2
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S3 = (−1)3
3

= −1
3

= u1 + u2 + u3

S4 = (−1)4
4

= 1
4

= u1 + u2 + u3 + u4

S5 = (−1)5
5

= −1
5

= u1 + u2 + u3 + u4 + u5

S6 = (−1)6
6

= 1
6

= u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6

Na tej podstawie wyliczmy kilka pocz¡tkowych wyrazów szeregu:

u1 = −1

u2 = 1
2
− u1 = 1

2
− (−1) = 1

2
+ 1 = 3

2

u3 = −1
3
− u1 − u2 = −1

3
− (−1)− 3

2
= −1

3
+ 1− 3

2
= −5

6

u4 = 1
4
− u1 − u2 − u3 = 1

4
− (−1)− 3

2
− (−5

6
) = 1

4
+ 1− 3

2
+ 5

6
= 7

12

u5 = −1
5
− u1 − u2 − u3 − u4 = −1

5
− (−1)− 3

2
− (−5

6
)− 7

12
= −1

5
+ 1− 3

2
+ 5

6
− 7

12
= − 9

20

u6 = 1
6
− u1 − u2 − u3 − u4 − u5 = 1

6
− (−1)− 3

2
− (−5

6
)− 7

12
− (− 9

20
) = 1

6
+ 1− 3

2
+ 5

6
− 7

12
+ 9

20
= 11

30

Na tej podstawie mo»emy napisa¢ wzór na wyraz ogólny szeregu:

un = (−1)n · 2n−1
(n−1)n

a wi¦c nasz szereg wygl¡da nast¦puj¡co:

−1 +
∑∞

n=2(−1)n · 2n−1
(n−1)n

a jego suma wynosi:

S = limn→∞Sn = limn→∞
(−1)n

n
= 0, bo przy n→∞ warto±ci ci¡gu Sn d¡»¡ do 0 naprzemiennie

raz po lewej stronie 0 a raz po prawej.

Obliczmy jeszcze dla pewno±ci sum¦ znalezionego szeregu na podstawie jego de�nicji:

S = −1 +
∑∞

n=2(−1)n · 2n−1
(n−1)n

Rozbijmy powy»sz¡ sum¦ na sum¦ wyrazów parzystych i sum¦ wyrazów nieparzystych:

S = −1 +
∑∞

k=1(−1)2k · 2(2k)−1
(2k−1)·2k +

∑∞
k=1(−1)2k+1 · 2(2k+1)−1

((2k+1)−1)·(2k+1)
=

= −1 +
∑∞

k=1
4k−1

(2k−1)·2k −
∑∞

k=1
4k+2−1
2k·(2k+1)

= −1 +
∑∞

k=1
4k

(2k−1)·2k −
∑∞

k=1
1

2k·(2k−1)−

−
∑∞

k=1
4k+1

2k·(2k+1)
= −1 +

∑∞
k=1

2k
k(2k−1) −

1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k−1) −

∑∞
k=1

2k
k(2k+1)

− 1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k+1)

=

−1 + 2
∑∞

k=1
1

2k−1 −
1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k−1) − 2

∑∞
k=1

1
2k+1
− 1

2

∑∞
k=1

1
k·(2k+1)

=

−1 + 2 · 1
2−1 + 2

∑∞
k=2

1
2k−1 − 2

∑∞
k=1

1
2k+1
− 1

2

∑∞
k=1

1
k·(2k−1) −

1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k+1)

=

= −1 + 2 + 0− 1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k−1) −

1
2

∑∞
k=1

1
k·(2k+1)

= 1− 1
2
(
∑∞

k=1
1

k·(2k−1) +
∑∞

k=1
1

k·(2k+1)
) (1)

Przeksztaª¢my teraz wyra»enie w nawiasie:∑∞
k=1

1
k·(2k−1) +

∑∞
k=1

1
k·(2k+1)

=
∑∞

k=1(
2k+1

k·(2k−1)(2k+1)
+ 2k−1

k·(2k−1)(2k+1)
) =

∑∞
k=1(

2k+1+2k−1
k·(2k−1)(2k+1)

) =
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=
∑∞

k=1
4k

k·(2k−1)(2k+1)
= 4

∑∞
k=1

1
(2k−1)(2k+1)

Sk1 = 1
1·3 = 1

3

Sk2 = Sk1 + 1
3·5 = 1

3
+ 1

15
= 2

5

Sk3 = Sk2 + 1
5·7 = 2

5
+ 1

35
= 3

7

Sk4 = Sk3 + 1
7·9 = 3

7
+ 1

63
= 4

9

...

Skn = kn
2kn+1

Sk = limkn→∞
kn

2kn+1
= limkn→∞

kn
kn

2kn
kn

+ 1
kn

= limkn→∞
1

2+ 1
kn

= 1
2+0

= 1
2

Zatem mamy:

(1) = 1-1
2
(4 ·

∑∞
k=1

1
(2k−1)(2k+1)

= 1− 1
2
· 4 · 1

2
= 1− 2 · 1

2
= 1− 1 = 0

Wi¦c tym sposobem równie» suma wyniosªa 0, co potwierdza poprawno±¢ naszych wylicze«.

3.29.∑∞
n=1

1
2n−1

Z postaci szeregu widzimy, »e jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Ponadto wida¢, »e granica

wyrazu ogólnego szeregu wynosi 0, wi¦c warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony.

Zabadajmy teraz jego zbie»no±¢.∑∞
n=1

1
2n−1 >

∑∞
n=1

1
2n

= 1
2

∑∞
n=1

1
n

Po prawej stronie nierówno±ci mamy szereg harmoniczny rz¦du 1, który jest rozbie»ny. Zatem na

podstawie kryterium porównawczego i twierdzenia (3.1.2) badany szereg jest rozbie»ny.

3.30.∑∞
n=1

n

√
1
n

=
∑∞

n=1
1
n√n

Poniewa» limn→∞un = limn→∞
1
n√n = 1

limn→∞ n√n = 1
1

= 1, wi¦c warunek konieczny zbie»no±ci szeregu

nie jest speªniony a zatem badany szereg jest rozbie»ny.

3.31.∑∞
n=1

logn
n3

8



Widzimy, »e jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy jego zbie»no±¢:∑∞
n=1

logn
n3 <

∑∞
n=1

n
n3 =

∑∞
n=1

1
n2

Poniewa» po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rz¦du 2, który jest zbie»ny, wi¦c na podstawie

kryterium porównawczego badany szereg równie» jest zbie»ny.

3.32.∑∞
n=1

n+2
2n3−1

Widzimy, »e jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Ponadto wida¢, »e wyraz ogólny szeregu jest

zbie»ny do 0, poniewa» w mianowniku mamy wielomian stopnia wy»szego ni» w liczniku. A zatem

warunek konieczny zbie»no±ci szeregu jest speªniony.

We¹my pod uwag¦ wyraz ogólny tego szeregu:

un = n+2
2n3−1 =

1+ 2
n

2n2− 1
n

≤ 1+2
2n2− 1

n

< 3
2n2−n2 = 3

n2 = 3 · 1
n2

Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny stopnia 2, który jest zbie»ny. Zatem na podstawie

kryterium porównawczego oraz twierdzenia 3.1.2 stwierdzamy, »e badany szereg jest zbie»ny.
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