3.33.
Yo e (1)

Poniewaz sin3™ €< —1;1 >, wiec zbadajmy szereg zlozony z wartosci bezwzglednych wyrazow

szeregu danego w zadaniu:

(2) ol 1 =0 |szn3” , ale [sin3"| €< 0;1 >

n=1 3n n=1
Zatem Ziil ‘Si;ngn' < Ziil 3% (3)

Po prawej stronie powyzszej nieréwnosci mamy szereg geometryczny, w ktéorym ¢ = % < 1 a zatem

szereg (3) jest zbiezny. Na mocy kryterium porownawczego szereg (2) rowniez jest zbiezny.

A na mocy kryterium bezwzglednej zbieznosci szereg (1) dany w zadaniu jest bezwzglednie zbezny.

3.34.
Yo 2"sings
Zauwazmy, ze 3 dlan € N A n > 0 jest katem z pierwszej ¢wiartki (bo 0 < 57 < 7), wiec badany
szereg jest szeregiem o wyrazach nieujemnych. Ponadto dla o € (0; §) zachodzi nier6wnos¢ sina < a,
wiec:

2
D1 2 "singy < Do 2 Yo = szoﬂ(g)n
Po prawej stronie mamy szereg geometryczny, w ktorym ¢ = % < 1. Zatem jest on zbiezny. Na te]
podstawie i na podstawie twierdzenia 3.1.2 oraz kryterium poréwnawczego zbieznosci szeregdw

wnioskujemy, ze szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.35.

ZOO n!
n=0 100"

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Obliczmy granice:

(n+1)! 100" n+1

Unt+1 __ 12 _ _
it =limn o0 (35571 * ) = liMnsse g5 = 00

im0 ”




A zatem na podstawie wniosku 3.2.6 do kryterium d’Alemberta badany szereg jest rozbiezny.

3.36.
i

Zastosujmy kryterium d’Alemberta, mamy:

Uny1 _ "t D)l ernl et nt )l pr _ eenl(ntl)  n?  __en”
un  (ntD)tL g T (p)n L enpl T (n41)-(n+1)" emon! T (n+l)7

. Up+1
im0

I en”™ __ . n \n
= llmn—mom =€- lzmn—mo(n_ﬂ)
Na podstawie zadania 2.10, mamy:

. n \n __ 1
lzmn_m(—nﬂ) ==
Zatem ostatecznie:
Un+1 1 — 1

= e =

Unp, e

im0

wiec na mocy kryterium d’Alemberta szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.37.
Yono(3)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy granice:

1
. n//on+1\in _ 7. ont+1\L _ 5. on+l _ . 2n+1 __ . 245
limn oo {/ (57)2" = limnooes (5777)2 = llm”%w\/rmﬂ = \/lzmn%o@:snﬂ —\ L o0 T

Zatem na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego badany szereg jest zbiezny.

n

N




Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy granice:

; nfl (3\n _J; 3. 1 y_-3, 1 _ 3. 1_3
hm"—m\/n (5)" = limpoo(3 %)_5 o — 5 1 =5 <1

Zatem na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego badany szereg jest zbiezny.

3.39.
220:1(%)” (1)7 limp oy, = a, a, b, a, >0

Z definicji szeregu oraz warunkow podanych w zadaniu widzimy, ze jest to szereg o wyrazach

nieujemnych. Zbadajmy granice:

y n i n — J, L —
lzmn—wo (an) - llmn—mo an  limnoooan

limn_s00b

)

Zatem na podstawie wnioskow 3.2.10 1 3.2.11 do kryterium Cauchy’ego otrzymujemy, ze szereg
dany w zadaniu jest:

1) zbiezny gdy 2 <1< b <a,

2) rozbiezny gdy 2 > 1< b > a.

Natomiast dla b = @ mamy:

Yo = (@)

Gdy ciag a, jest od pewnego miejsca rosnacy, to jego kolejne wyrazy zblizaja sie do granicy a
z lewej strony. A to oznacza, ze wszystkie wszystkie wyrazy szeregu (2) sa wieksze od 1, czyli

szereg (2) jest rozbiezny do oo i tym samym szereg (1) jest rozbiezny.

Jesli natomiast a,, jest od pewnego miejsca malejacy, to jego kolejne wyrazy zblizaja sie do
granicy a 7z prawej strony. Oznacza, to ze wszystkie wyrazy szeregu (2) sa mniejsze od 1,
jednak z kazdym rosnacym n rosng one do granicy 1. Zatem ich suma takze ro$nie

nieograniczenie. A zatem w tym przypadku szereg (1) jest takze rozbiezny.

Jesli natomiast szereg a,, ma wyrazy po lewej i prawej stronie granicy a, to musi on mie¢ ich



po jednej ze stron nieskoniczenie wiele i wystarczy odwotaé¢ sie do odpowiedniego przypadku

przeanalizowanego wyzej, zeby stwierdzi¢, ze szereg (1) jest rozbiezny.

Podsumowujac: dla b = a szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.40.
PO C VR G e DA O

Jest to szereg przemienny. Wezmy pod uwage szereg bezwzglednych wartosci powyzszego

szeregu:
Yo (=0 G =20 @) (@)

Zbadajmy granice:

1
. 3n+l\n _ 7s 3+l _ g: 3tn 340 _ 3
limy,—soo ¢ (4n+1)” = liMy oo iy = lzmn_mﬁ = =3<1
n

Zatem na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego (2) jest zbiezny. A dalej na podstwawie
kryterium bezwzglednej zbieznosci twierdzimy, ze szereg (1) dany w zadaniu jest bezwglednie

zbiezny.

3.41.
Zoo (n+1)5™

n=0 2n ,3n+1

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Przeksztalémy go do nastepujacej postaci:

Zf:o[(g)n ’ 3% ) % ) <” + 1)] = 220:0[(%)” ’ nTH]

Zbadajmy granice:

+1)+1
Lt — limg s (3 BE2) = 5 i, 510 5
n—O\6  n+l 6 n—ooopyl 6 1+0 6

. 3 3 Y
l’lmn—mow = limp o0
3

6

A zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kryterium d’Alemberta badany w zadaniu szereg jest

zbiezny.



3.42.
PR (1)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Ponadto dla n > 0 zachodzi nieréwnos¢:

logn <n

Zatem prawdziwa jest nastepujaca nier6wnosc:
l

Done1 o < X1 ow (2)

Zbadajmy granice:

Ui —so0 3/ 35 = iMoo % n) = lzmn_mo\/_ = = < 1

A zatem szereg (2) jest na podstawie wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego zbiezny.

Nastepnie stosujac kryterium poréwnawcze stwierdzamy, ze dany w zadaniu szereg takze jest

zbiezny (bo > >, 102%71 <Dt 3m)-

3.43.

oo Leraen (1)

Jest to szereg o Wyrazach nieujemnych. Zauwazmy, ze:

ZZO 1 amgn < Zn 1 zn = 220:1(3_: ) gin) = Zle 27% = 220:1 Z_: (2)

Zbadajmy teraz granice:

Ly — oo /Uy = 1My o0 ¢ Z—: =lim, oo =7 <1
Zatem korzystajac z wniosku 3.2.10 do kryterium Cauchy’ego szereg (2) jest zbiezny.
Natomiast korzystajac z kryterium poréwnawczego stwierdzamy, ze szerego (1) dany w zadaniu

takze jest zbiezny.



3.44.

S (1) (V2 1)

Jest to szereg przemienny, ktorego wyraz ogblny dazy do 0, bo:

iMoo (V2 — 1) = limy—oo V/2 — limy_osl =1 — 1 =10

czyli wyrazy tego szeregu zblizaja sie do 0 raz z lewej a raz z prawej strony.
Sprawdzmy teraz czy |uni1] < |uyl:

V2 1] < [V2 -1

)

W2 1< 21

)

"2 < /2 /n(n+1)

)

2" < 2ntl

Powyzsza nier6wnosé jest prawdziwa dla kazdego n € N. Zatem na mocy kryterium Leibniza

szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.45.

S (1) ()

Wypiszmy sume kilku poczatkowych wyrazéow tego szeregu:

S ()M BTt =123 433 —4- 3P+ =13+ B4

n=1

Rozwazmy szereg bezwzglednych wartosci powyzszego szeregu:

Doy (=DM () = 300 ()
Zbadajmy granice:

3y(n+1)—-1 . 1
: Unt+1l __ 7: (n+1)(%) _ 3\ 7 1+ . 3
lzmn%oo " — lzmn%oo 347171 =UMpsco—Byn-1 — lzmnﬁ\oo(_'_) — lzmn%oo_n'lzmn%oo_ -
u n(2) n(3) 1 I 1

n

_ 140 3 _ 3
: <1

4 4



Zatem szereg wartosci bezwzglednych szeregu danego w zadaniu jest zbiezny na mocy wniosku
3.2.5 do kryterium d’Alemberta. A tym samym na mocy kryterium bezwzglednej zbieznosci, szereg

dany w zadaniu jest bezwzglednie zbiezny.



