
3.56.∑∞
n=1(n

2sin 2
n
tg 5

n
)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.∑∞
n=1(n

2sin 2
n
tg 5

n
) = 12sin2 · tg5 + 22sin1 · tg 5

2
+ 32sin2

3
· tg 5

3
+ 42sin2

4
· tg 5

4
+
∑∞

n=5(n
2sin 2

n
tg 5

n
) =

sin2 · tg5 + 4sin1 · tg 5
2
+ 9sin2

3
· tg 5

3
+ 16sin1

2
· tg 5

4
+
∑∞

n=5(n
2sin 2

n
tg 5

n
) (1)

Podstawny teraz:

a = sin2 · tg5 + 4sin1 · tg 5
2
+ 9sin2

3
· tg 5

3
+ 16sin1

2
· tg 5

4
= const

(1) = a+
∑∞

n=5(n
2sin 2

n
tg 5

n
) > (na podstawie wzoru x < tgx) a+

∑∞
n=5(n

2sin 2
n
· 5
n
) =

= a+
∑∞

n=5(5n · sin
2
n
)

We¹my pod uwag¦ wzór:

limx→0
sinx
x

= 1

Podstawiaj¡c x = 2
n
otrzymujemy:

limn→∞
sin 2

n
2
n

= 1

W my±l de�nicji granicy ci¡gu mo»emy dla dowolnej liczby dodatniej ε znale¹¢ w ci¡gu takie

miejsce N, »eby byªa speªniona nierówno±¢:

| sin
2
n

2
n

− 1| < ε dla ka»dego n > N

czyli

1− ε < sin 2
n

2
n

< 1 + ε dla n > N

Przyjmuj¡c ε = 1
2
mamy:

1− 1
2
<

sin 2
n

2
n

< 1 + 1
2

dla n > N

sk¡d:

sin 2
n
> 1

2
· 2
n

sin 2
n
> 1

n
/ · 5n

5n · sin 2
n
> 5n

n

5n · sin 2
n
> 5

Zatem mamy:

a+
∑∞

n=5(5n · sin
2
n
) > a+

∑∞
n=5 5

A poniewa» po prawej stronie mamy szereg rozbie»ny (
∑∞

n=5 5→∞), wi¦c na mocy kryterium

1



porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.57.∑∞
n=0(−1)n+1 10n

n!

Jest to szereg przemienny. Zbadajmy wi¦c szereg zªo»ony z warto±ci bezwzgl¦dnych powy»szego

szeregu.∑∞
n=0 |(−1)n+1 10n

n!
| =

∑∞
n=0

10n

n!
(1)

Obliczmy granic¦:

limn→∞
vn+1

vn
= limn→∞(

10n+1

(n+1)!
: 10n

n!
) = limn→∞

10n+1·n!
(n+1)!·10n = limn→∞

10
n+1

= 0 < 1

Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kryterium d'Alemberta szereg (1) jest zbie»ny a tym samym

bezwzgl¦dnie zbie»ny jest szereg dany w zadaniu.

3.58.∑∞
n=1

2+(−1)n
n2

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zauwa»my, »e:∑∞
n=1

2+(−1)n
n2 6

∑∞
n=1

3
n2 =

∑∞
n=1 3 ·

1
n2

Wi¦c na podstawie kryterium porównawczego i twierdzenia 3.1.2 szereg dany w zadaniu jest zbie»ny.

3.59.∑∞
n=1 sin

1
n
· tg 1

n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Korzystaj¡c z wzoru:

x > sinx dla x ∈ (0; π
2
)

mamy:∑∞
n=1 sin

1
n
· tg 1

n
<

∑∞
n=1

1
n
· tg 1

n
(1)

We¹my teraz pod uwag¦ wzór:

limx→0
tgx
x

= 1

Podstawiaj¡c x = 1
n
mamy:

limn→∞
tg 1

n
1
n

= 1

Zatem korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu, dla dowolnego ε > 0 mo»na znale¹¢ takie N , »e:

2



| tg
1
n

1
n

− 1| < ε dla n > N

1− ε < tg 1
n

1
n

< 1 + ε dla n > N

Przyjmuj¡c ε = 1, dla n > N mamy:

tg 1
n

1
n

< 1 + 1

tg 1
n

1
n

< 2

tg 1
n
< 2 · 1

n
/ · 1

n

1
n
· tg 1

n
< 2

n2

A poniewa» szereg
∑∞

n=1
2
n2 jest zbie»ny (jako iloczyn staªej 2 przez zbie»ny szereg harmoniczny

rz¦du 2), wi¦c na mocy kryterium porównawczego zbie»ny jest te» szereg
∑∞

n=1
1
n
· tg 1

n
. I dalej znów

na mocy kryterium porównawczego (bo zachodzi nierówno±¢(1)) zbie»ny jest te» szereg dany

w zadaniu.

3.60.∑∞
n=1 sin

1√
n
· tg 1√

n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Korzystaj¡c z wzoru

x < tgx dla x ∈ (0; π
2
)

mamy∑∞
n=1 sin

1√
n
· tg 1√

n
>

∑∞
n=1 sin

1√
n
· 1√

n
=

∑∞
n=1

1√
n
· sin 1√

n
(1)

We¹my teraz pod uwag¦ wzór:

limx→0
sinx
x

= 1

podstawiaj¡c x = 1√
n
mamy:

limn→∞
sin 1√

n
1√
n

= 1

Korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu, dla dowolnego ε > 0 mo»na znale¹¢ takie N , »e:

|
sin 1√

n
1√
n

− 1| < ε dla n > N

1− ε <
sin 1√

n
1√
n

< 1 + ε dla n > N

Przyjmuj¡c ε = 1
2
, dla n > N mamy:

1− 1
2
<

sin 1√
n

1√
n

1
2
<

sin 1√
n

1√
n

1
2
√
n
< sin 1√

n
/ · 1√

n

3



1
2
√
n
· 1√

n
< 1√

n
· sin 1√

n

1
2
· 1
n
< 1√

n
· sin 1√

n

Poniewa» szereg
∑∞

n=1
1
2
· 1
n
jest rozbie»ny (jako iloczyn staªej 1

2
przez rozbie»ny szereg harmoniczny

rz¦du 1), wi¦c na mocy kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1
1√
n
· sin 1

n
jest tak»e rozbie»ny.

A poniewa» zachodzi nierówno±¢ (1) wi¦c ponownie korzystaj¡c z kryterium porównawczego

wnioskujemy, »e szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.61.∑∞
n=1

1
n
cos 1

n

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Przeksztaª¢my ten szereg nast¦puj¡co:∑∞
n=1

1
n
cos 1

n
= 1

1
· cos1

1
+
∑∞

n=2
1
n
cos 1

n
= cos1 +

∑∞
n=2

1
n
cos 1

n

Ale cos 1
n
> 1

2
dla n > 1, zatem

cos1 +
∑∞

n=2
1
n
cos 1

n
> cos1 +

∑∞
n=2

1
2
· 1
n

A poniewa» szereg
∑∞

n=2
1
2
· 1
n
jest rozbie»ny jako iloczyn staªej 1

2
przez szereg harmoniczny rz¦du 1

(który jest rozbie»ny), wi¦c na mocy kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.

3.62.∑∞
n=1

1
n(
√
n+1−

√
n)

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. We¹my pod uwag¦ wyraz ogólny szeregu:

un = 1
n(
√
n+1−

√
n)

Pomnó»my licznik i mianownik przez
√
n+ 1 +

√
n:

un =
√
n+1+

√
n

n(
√
n+1−

√
n)(
√
n+1+

√
n)

=
√
n+1+

√
n

n(
√
n+1

2−
√
n
2
)
=
√
n+1+

√
n

n(n+1−n) =
√
n+1+

√
n

n+1
>
√
n+1
n+1

= 1√
n+1

Podstawmy k = n+ 1:

uk =
1√
k
= 1

k
1
2

A poniewa» szereg
∑∞

k=1
1

k
1
2
jest rozbie»ny jako szereg harmoniczny rz¦du 1

2
, wi¦c na mocy

kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.
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3.63.∑∞
n=1

√
n · sin2 1

n

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Skorzystajmy z wzoru:

limx→0
sinx
x

= 1

Po podstawieniu x = 1
n
mamy:

limn→∞
sin 1

n
1
n

= 1

Korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu, dla dowolnego ε > 0 mo»emy znale¹¢ takie N , »e:

| sin
1
n

1
n

− 1| < ε dla n > N

1− ε < sin 1
n

1
n

< 1 + ε dla n > N

Przyjmuj¡c ε = 1, dla n > N mamy:

sin 1
n

1
n

< 1 + 1

sin 1
n
< 2

n
/2

sin2 1
n
< 4

n2 / ·
√
n

√
n · sin2 1

n
< 4

√
n

n2

√
n · sin2 1

n
< 4 · n

1
2

n2

√
n · sin2 1

n
< 4 · n 1

2
−2

√
n · sin2 1

n
< 4 · n− 3

2

√
n · sin2 1

n
< 4 · 1

n
3
2

Czyli∑∞
n=1

√
n · sin2 1

n
<

∑∞
n=1 4 ·

1

n
3
2

Poniewa» po prawej stronie mamy iloczyn staªej 4 przez szereg harmoniczny rz¦du 3
2
, który jest

zbie»ny, zatem na mocy kryterium porównawczego zbie»ny jest te» szereg dany w zadaniu.

3.64.∑∞
n=1(sin

1
n
· cos2 1

n
)

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Przeksztaª¢my go nast¦puj¡co:∑∞
n=1(sin

1
n
· cos2 1

n
) = sin1 · cos1 +

∑∞
n=2(sin

1
n
· cos2 1

n
)

Ale cos 1
n
> 1

2
dla n > 1, zatem

sin1 · cos1 +
∑∞

n=2(sin
1
n
· cos2 1

n
) > sin1 · cos1 +

∑∞
n=2(sin

1
n
· (1

2
)2) = sin1 · cos1 +

∑∞
n=2

1
4
· sin 1

n
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Po prawej stronie mamy iloczyn staªej 1
4
przez szereg rozbie»ny (

∑∞
n=2 sin

1
n
, co zostaªo pokazane

w zadaniu 3.10), zatem na podstawie kryterium porównawczego szereg dany w zadaniu jest rozbie»ny.
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