3.56.

S (n?sinZtg2)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.

S (n?sinZtg>) = 1%sin2 - tgh + 2%sinl - tg5 + 3%sin3 - tg2 4+ 4%sin? - tg> + > (n’sinZtg>) =
sin2 - tgs + 4sinl - tg3 + 9sin3 - tg2 + 16sint - tg2 + > . (n’sin2tg2) (1)

Podstawny teraz:

a = sin2-tgh + 4sinl - tgg + 98in§ . tgg + 163m% . tgg = const

(1) = a+ > (n?sin2tg2) > (na podstawie wzoru x < tgz) a+ Y . (n’sinZ - 2) =

=a+> . (5n- sm%)

WezZzmy pod uwage wzor:

im0 = 1

Podstawiajac © = % otrzymujemy:

.2
. Stn—
limy—yoo—o> =1

n

W mysl definicji granicy ciagu mozemy dla dowolnej liczby dodatniej € znalezé w ciagu takie

miejsce N, zeby byla spetniona nieré6wnos¢:
sin2 .
|—== -1 <e dla kazdego n > N

n

czyli

sin2
n

l—e< <l+-¢ dlan>N

2
n

Przyjmujac € = % mamy:

2

-2 <=2 <1+3; dlan> N
skad:
n 2 n
sin2>1 /.5n
n n
2

5n - sin2 > 9%
n n

5n - sm% >5

Zatem mamy:

a+d o (5n-sin?)>a+ Y005

A poniewaz po prawej stronie mamy szereg rozbiezny (D~ .5 — 00), wiec na mocy kryterium



porownawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.57.

D ono(—1)mHHE
Jest to szereg przemienny. Zbadajmy wiec szereg ztozony z wartosci bezwzglednych powyzszego

szeregul.

Do (=DM = 300 (1)
Obliczmy granice:

107+t | 10m 107+1.p!

. . . . 10
o = oo (G %ar) = LMoo Grayrign = liMnssoryy = 0 <1

limp o0 "

Zatem na podstawie wniosku 3.2.5 do kryterium d’Alemberta szereg (1) jest zbiezny a tym samym

bezwzglednie zbiezny jest szereg dany w zadaniu.

3.58.
oo 24+(—1)"
ZnZI%

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zauwazmy, ze:
oo 24(=1)" oo 3 _ 00 1

Wiec na podstawie kryterium poré6wnawczego i twierdzenia 3.1.2 szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.59.
Yo, sm% . tg%

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Korzystajac z wzoru:

T > sinx dla z € (0; %)
mamy:
Do St g <Dl g (1)

WeZmy teraz pod uwage wzor:

: t
limg o2 =1

Podstawiajac « = = mamy:

t

Q
S =

]

Zatem korzystajac z definicji granicy ciagu, dla dowolnego € > 0 mozna znalezé¢ takie N, ze:



tgl
\T”—l\<e dlan >N

n

l—e<t "<1+6 dlan>N

n

Przyjmujac ¢ = 1, dla n > N mamy:

tal

I <141
tgl
%<2

wh<2d /3

vt

3=

A poniewaz szereg > 7 % jest zbiezny (jako iloczyn stalej 2 przez zbiezny szereg harmoniczny
rzedu 2), wiec na mocy kryterium poréwnawczego zbiezny jest tez szereg > -, % . tg%. I dalej znow
na mocy kryterium poréwnawczego (bo zachodzi nieréwnosé(1)) zbiezny jest tez szereg dany

w zadaniu.

3.60.

Zf1smf tgf

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Korzystajac z wzoru

xr < tgr dla z € (0; %)
mamy
>, sin\/iﬁ -tg\/iﬁ >3 sin\/iﬁ : \/iﬁ =5, \/Lﬁ . sin\/%; (1)

WezZmy teraz pod uwage wzor:

sinx — 1

limg 0%

podstawiajac = \/Lﬁ mamy:

. sm 1
hmn—mof =1
Vn

Korzystajac z definicji granicy ciagu, dla dowolnego € > 0 mozna znalezé takie N, ze:

sin—%

|Tﬁ—1|<e dlan>N

l—e<? f<1+€ dlan >N
n

Przyjmujadce:%, dla n > N mamy:
’LTLl

1—2<—2
lﬁ

3 < e
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Poniewaz szereg >~ , 5 = jest rozbiezny (jako iloczyn statej % przez rozbiezny szereg harmoniczny

. . . o0 1 . 1 -« . I
rzedu 1), wiec na mocy kryterium poréwnawczego szereg » -, =+ sing, jest takze rozbiezny.
A poniewaz zachodzi nier6wnos¢ (1) wiec ponownie korzystajac z kryterium poréwnawczego

wnioskujemy, ze szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.61.

2onct n€OS,

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Przeksztalémy ten szereg nastepujaco:

© 1. .1 _ 1
o L Ecost =1.cost+ Y07, tcost = cosl+ >, Leost
Ale cos% > % dla n > 1, zatem

oo 1 1 © 1 1
cosl+ 3 >, ~cosr >cosl+ 3,5+

A poniewaz szereg >, 5 - % jest rozbiezny jako iloczyn statej % przez szereg harmoniczny rzedu 1

1
2

(ktory jest rozbiezny), wiec na mocy kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.62.

o8] 1
2 n=t W

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Wezmy pod uwage wyraz ogdlny szeregu:

v — 1
" n(Vntl-v/n)
Pomno6zmy licznik i mianownik przez v/n + 1 + /n:

U, VnF1+yn _ _Vntltyn Vit _ Vntltvn > Vol L
n(Vatl=vn)(Vrtl+yn) = n(vatl —yn®)  nlntl-n) ntl nl o Vil

Podstawmy &k =n + 1:

1 1
Uy = —= = -t

A poniewaz szereg > -, 1 jest rozbiezny jako szereg harmoniczny I”ZQdu =, wiec na mocy

kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.



3.63.

DoV sinQ%
Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Skorzystajmy z wzoru:

SinT __
=1

me—)O

Po podstawieniu z = X mamy:
n

.1
. Stn —
limyyoo—T1> =1

n

Korzystajac z definicji granicy ciggu, dla dowolnego € > 0 mozemy znalezé takie N, ze:

il
P — 1| < e dlan >N

o1
l—e< ™ <146 dlan> N

Przyjmujac € = 1, dla n > N mamy:
inl
<141

n

sint <2 /)2
n n
21 _ 4
sin®> < =5 /-y/n
V- sin?l < W0
n n
1
V- sin?t < 4.5
. 1
V- sin®t < 4.nz2?
. 3
V- sint <4.n72
vn-sin?t < 4. L
n n2
Czyli
91 1
S sin?t <3 4 =
n
Poniewaz po prawej stronie mamy iloczyn staltej 4 przez szereg harmoniczny rzedu %, ktory jest

zbiezny, zatem na mocy kryterium poréwnawczego zbiezny jest tez szereg dany w zadaniu.

3.64.

e (siny, - cos®3)

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Przeksztalémy go nastepujaco:

oo (sint - cos? L) = sinl - cosl + Yo ,(sins - cos* L)

Ale cos% > % dla n > 1, zatem

sinl - cosl + Y 7 ,(sint - cos?L) > sinl - cosl + Y ” ,(sint - (3)?) = sinl - cosl + > oo, 1 - sin=

n n n



. . . + 1 . e o0 . 1
Po prawej stronie mamy iloczyn stalej ; przez szereg rozbiezny (D", sin—, co zostalo pokazane

w zadaniu 3.10), zatem na podstawie kryterium poré6wnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.



