3.65.

oo, Snlnyn)

W szeregu tym wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Zbadajmy wiec szereg:

oo Jsin(nym)

n=1 n\/ﬁ
ztozony z wartosci bezwzglednych wyrazow szeregu danego w zadaniu.
Poniewaz |sin(ny/n)| < 1, wiec
oo |sin(ny/n)| ) 1 oo 1
2ot g S sty = 2anet o f
Po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rzedu g, ktory jest zbiezny (bo % > 1), wiec na mocy
|sin(ny/n)|

kryterium poréwnawczego szereg » i jest zbiezny. Tym samym szereg dany w zadaniu

jest bezwzglednie zbiezny.

3.66.

oo . n
Yoo, sinna

W szeregu tym wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Zauwazmy, ze:

1). Dla a = 1 szereg przyjmuje postac:
Yo sinna™ =Y sinn = sinl + sin2 + sin3 + ...
Ale sinn dla n — oo zmienia sie okresowo od —1 do 11 ciag {u,}, gdzie u, = sinn jest rozbiezny.

Tym samym szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

2). Dla a = —1 szereg przyjmuje postac:
Yo sinn(—1)" = sin(—1) 4+ sin2 + sin(—3) + sind + sin(=5) + ...
W tym przypadku ciag {u,} wyglada nastepujaco:

sinn dla n =2k
Up = gdzie ke NNk >0

sin(—n)  dla n =2k —1

Ciag ten jest takze rozbiezny, bo sinx zmienia sie okresowo od —1 do 1. Zatem szereg dany

w zadaniu jest rozbiezny.

3). Dla a > 1 szereg przyjmuje postac:
> sinna™ = sina + sin2a® 4 sin3a® + sinda® + sinba® + ...

Tutaj takze wartosci, z ktorych obliczamy sinus daza do 400 a w tym przedziale sinx



zmienia sie okresowo od —1 do 1. Zatem szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

4). Dla a < —1 szereg przyjmuje postac:

Soo2  sinna™ = sin(—|a|) + sin(2|al?) + sin(—3|al®) + sin(4]a]*) + sin(=5|al) + ...

W tym przypadku wartosci, z ktérych obliczamy sinus daza do —oo dla nieparzystych wyrazow
szeregu oraz do +oo dla wyrazéw parzystych. A poniewaz sinz, dla tych wartosci zmienia sie

okresowo od —1 do 1, wiec ciag u,, jest rozbiezny i szereg dany w zadaniu tez jest rozbiezny.

5). Dlaa € (—1;1) a™ — 0 jako szereg geometryczny, w ktorym |g| < 1

Zbadajmy ciag v, = na", gdzie |a| < 1:

. 1ant1
’Un+1| _ lzmn—>oo| (n+1)a
Un

n

1
LMoo | = Limy oo™ - a] = |a] - limy ooz = Ja| -1 = |a| (1)

na™
A wiec zgodnie z twierdzeniem udowodnionym w zadaniu 2.12
limy,—ooUp = limy,_sona™ = 0

i dalej na podstawie ciggtosci funkcji sinus

limy ooty = limy,_sosinna™ = sin(lim,_.na™) = sin0 =0

Czyli warunek konieczny zbiezno$ci szeregu jest spelniony.

Rozwazmy teraz trzy przypadki:

a). a =0
Wtedy > 7 sin(n-0") =>">°  sin0 =0
Czyli szereg jest zbiezny.

b). a € (0;1)
Skorzystajmy z wzoru sinr < x dla z € (0; )
S sinna™ < Y7 na®
Po prawej stronie mamy szereg zbiezny na podstawie obliczen (1) i wniosku 3.2.5 do
kryterium d’Alemeberta. Zatem a podstawie kryterium poréwnawczego szereg dany
w zadaniu jest zbiezny.

¢). a € (—1;0)
W tym przypadku w szeregu >~ | sinna™ wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie

na przemian. Dla n parzystych szereg zachowuje sie tak jak w punkcie b (bo a” jest

dodatnie). Dla n nieparzystych mamy:



Sore, sin[(2k — 1) - a** 1 = (funkcja sinx jest nieparzysta) = > - —sin[(2k — 1) - [a|** 7] =
= — > sin[(2k — 1) - |af**71]

Korzystajac teraz z wzoru sinx < x dla z € (0; 5) mamy:

— 3% sin[(2k — 1) - Ja)?Y] < =322 (2k — 1) - |a2 (2)

Obliczmy granice:

W1 _ [(2k—1)+1]-[a|F-DF1 . 2k-la|?k 4. 15 2
we lka—)oo (2k—1)-]a|2F—T - llmk—)oo (2k—1)al?F—T — lzmkz—mo 2k—1 |Cl| llmk—)oo 91 —

1iM— oo
=la|-1=la] <1
Zatem korzystajac z wniosku 3.2.5 do kryterium d’Alemberta szereg po prawej stronie
nieréwnosci (2) jest zbiezny. A skoro tak, to na podstawie kryterium poréwnawczego

i twierdzenia 3.1.2 zbiezny jest tez szereg dany w zadaniu (dla a € (—1;0)).

Czyli podsumowujac, szereg dany w zadaniu jest zbiezny dla a € (—1;1) i rozbiezny dla |a| > 1

3.67.

ZOO st%
n=1 1
tg \F

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Poniewaz zachodzi wzor x < tgz dla z € (0; 7), wiec

21 21
Z?li;n; <Y 1&; = e 1\/_3”1
n

Szereg po prawej stronie jest zbiezny, co zostalo pokazane w zadaniu 3.63. Zatem na podstawie

kryterium poréwnawczego zbiezny jest tez szereg dany w zadaniu.

3.68.
oo sin(na)
Zn:l (In10)™
Jezeli a = 0, to szereg przyjmuje postac:
oo sin(n-0) 00 0 _ o —
> (In10)™ — > (In10)™ — 21 0=0

Czyli szereg jest zbiezny.

Dla o # 0 w szeregu tym wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na przemian. Rozwazmy wiec

szereg ztozony z wartosci bezwzglednych podanego szeregu:
sin(na)| oo |sin(na)] 00 1
Zn 1 |(ln10)” | o anl (In10)™ < anl (In10)™

Poniewaz 2 < Inl0 < 3, wiec po prawej stronie mamy szereg geometryczny, w ktérym q =

1
m<l.



Zatem szereg ten jest zbiezny. Korzystajac natomiast z kryterium poréwnawczego oraz kryterium

bezwzglednej zbieznosci szeregdéw wnioskujemy, ze szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.69.

Z?ﬂ(_l)nﬂtg#ﬁ

Jest to szereg przemienny. Zbadajmy szereg wartosci bezwzglednych z wyrazéw powyzszego szeregu:
Do () g = 300t

WeZzmy pod uwage wzor:

lim, o™ =1

Podstawiajac = = #ﬁ mamy:

Korzystajac z definicji granicy ciaggu, dla dowolnego € > 0 mozna znalezé takie N, ze:
1

ti
|25 ]| <€ dlan > N
ny/n L
ti
loe<P2/n c14e dlan>N

v
Przyjmujac € = % dla n > N mamy:

19w
T<1+% /==

ny/n n\/ﬁ
1 3 1
Wam <2 s
1 3 1
Yam <2 3

Poniewaz szereg Y~ (2 - =) jest zbiezny jako iloczyn stalej 3 przez szereg harmoniczny rzedu
n2

% > 1, wiec na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg 22021 tg#ﬁ jest

rowniez zbiezny. Korzystajac teraz z kryterium bezwzglednej zbieznosci szeregoéw wnioskujemy,

ze szereg dany w zadaniu jest bezwzglednie zbiezny.

3.70.
Yoot =

n(n+1)(n+2)
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Poniewaz zachodzi:

Van+1)(n+2)>n-n-n
wiec mamy:

] 1 o8] 1 o8] 1
- < T S— 1
Zn:l n(n+1)(n+2) Zn:l A/nnn Zn:l n%




Widzimy, ze po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rzedu % > 1, ktory jest zbiezny.

Zatem na mocy kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest zbiezny.

3.71.
220:1(\9/n3 +n—Vnd — n)

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo v/n3 +n > v/n3 — n). Przeksztalémy szereg korzystajac

Z WZoru:
I
a—b= a?+ab+b2
S (VP +n—vnd—n)=>" — (VP g m) (Vi —m)? —
n=1 n=1 (¥/n34n)2+ In3+n- Vn3—n+(¥n3—n)2

n3+n—(n3—n) 2n

- oo 00
o anl g/n3+n)2+§/n3+n-g/n37n+(€’/n3fn)2 = anl (Vn3+n)2+ Vn3+n V/n3+n+(Vn3+n)2

00 2 00 2 0 2
= Zn 1 3(@ 2 & Zn 173 \/m) - Zn:l 3,(3/;%)2 = Zn:l 3,nz.n§/§2 = Zn:l 3n- V4
_ 1
=G %)
Po prawej stronie mamy szereg rozbiezny (jako iloczyn stalej ﬁi przez rozbiezny szereg harmoniczny

rzedu 1). Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest

rozbiezny.

3.72.

2o (Vi +4—n)

n=1

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo v/n3 + 4 > n). Przeksztalémy szereg korzystajac z wzoru:

- a3—b3
a—b= a?+ab+b?
S (Yndd—n) =" (VnP44)3—n? =y n344-—n? _
n=1 n=1 (“3/7L3+4)2+( 13/n3+4)_n+n2 n=1 (,3/n3+4)2+n 13/n3+4+n2

_ oo 4 0 4
Poniewaz szereg po prawej stronie jest zbiezny (jako iloczyn stalej 4 przez zbiezny szereg harmoniczny
rzedu 2), wiec na podstawie twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego zbiezy jest tez szereg dany

w zadaniu.

3.73.

00 1
Lin=1 2

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.



© 1 0 _ N VnZ+n+n _ N0 ViZdntn 00 n?2(1+2)4n
Zn:l n(\/m n) o Zn 1 n(\/n2+n n)(vVn24+n+n) anl n[(vn24n)2—n2] ~ 2”21 n(n?+n—n?)

oo 1+ +n +1 ~ 1
- Z’I’L 1 nn - Z > ZTLZ]. E
Poniewaz po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rzedu 1, ktéry jest rozbiezny, wiec na mocy

kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.74.

oo 1
2=t
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych.
Zoo 1 Z v/ n?+ny/n+n _ Zoo ny/1+2/n+n
n=1 n(\/nQJrn n— n=1 (\/n2+n\/ﬁfn)(\/n2+nf+n n=1 \/n2+nf2 n2]
oo M1t/ 4N 00 1+ +1 ~
S - =y, YRy ST g [T<1) =3, 2

n=1 n(n?+ny/n—n2) = Lon=1 nvn n=1"_3

Poniewaz po prawej stronie mamy iloczyn statej v/2 + 1 przez szereg harmoniczny rzedu %

ktory jest zbiezny, wiec na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu

jest zbiezny.

3.75.
Sooc  ((V/8n3 420 — 2n)sind)
Jest to szereg o wyrazach nieujemnych (bo v/8n? + 2n > 2n, oraz sin% dazy do zera z prawej strony).

Przeksztalémy szereg korzystajac z wzoru:

_ _a®-b®

a—b= a?+-ab-+b?
3 3 3
0o \3/37 . o1y 0o (V/8n3+2n)%—(2n) Ceinl

Zn:l(( 8n + Zn Qn)SZnn) Zn:l (\3/87134-271)2 \3/8713-{-271271-&-(271) Slnn
_ Z (8n3+2n)—8n3 . _ Z 2n- sznl .

n=1 \/nS (8+=% 21))24-2n- \/n3 (8+=% 21 )+ 4n?2 n=1 n2-( \/8+ )2+2n-n- \/8—1— +4n?

2n-sin - 2. S'm
=y < (korzystajac z wzoru

=5, — (\/8+ y2+2n?. /82 +in? \/8+ )220 \/8+n%+4n

1 — o0 2 oo 2
sine <z dlaz € (0;5)) < 3 n(/8+%) o {/s+ 2 +an 2on n2-[(/8+3)242- {8+ 2 +4] < Ln=t 72
Poniewaz po prawej stronie mamy iloczyn stalej 2 przez szereg harmoniczny rzedu 2, ktory jest
zbiezny, wiec na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu

jest zbiezny.



3.76.

0 1424.4n _ g 142 | 14243 142+..4n
anlT—1+2_3+3—3+.-;+T+...

Przeksztalémy szereg korzystajac z wzoru:

142+ .. +n="200

udowodnionego w zadaniu 1.59.

n(n+1) 1
00 1424..4n _ 00 g - _ N0 n(ndl) oo ntl oo g © 1 _ Ny 1.1
anl n3 - Zn:l n3 - Zn:l 2n3 - Zn:l 2m2 Zn:l 2n > Zn:l 2n Zn:l 2 n

Poniewaz po prawej stronie mamy iloczyn state] % przez szereg harmoniczny rzedu 1, ktory

jest rozbiezny, wiec na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu

jest rozbiezny



