3.77.

00 n 3—(—1)"™
Soney (=1t T

Zadanie to jest juz rozwiazane w odpowiedziach, ale gwoli kompletnosci zamieszczam rozwiazanie

=N

1 2 1 2 1 2 1
_§+§_Z+5_6+‘”+m_ﬂ+”'

w tym poradniku.
Jest to szerego przemienny (bo utamek jest zawsze dodatni i znak calego wyrazenia zalezy od

potegi liczby -1). Ponadto wyraz ogolny tego szeregu dazy do O:

n+1  3—(=1D" __
o 2n =0

Limy, ooty = limy, oo (—1)
bo mianownik dazy do co a licznik jest rowny 2 lub 4. Natomiast (—1)"*! powoduje, ze wyraz ogdlny
u, dazy do 0 zaré6wno z lewej jak i z prawej strony.

Zatem warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spelniony. Tym samym jest spetniony drugi
warunek kryterium Leibniza (3.3.1). Sprawdzmy, czy spelniony jest pierwszy warunek tego
kryterium.

|tn1] < fun]

Dla n parzystego mamy:

| — ] = BSEDME_BCON 3G 31 sy 2 41 2 1_ (i)

n+1 nl T 2(n+1) 2n T 2(n+l) 2n ~ 2(n+1) 2n ~ 2(n+1) n~ ntl n (n+1)n

n(n+1) >0bon =2 = |up| > |uy|

Dla n nieparzystego mamy:

1| — || = 3-(=D"F 3=t . 3-1 3= _ _2 4 _ 1 _2_n2n4l) _ —n-2 _
n+1 nl T 2(n+1) 2n — 2(n+41) 2n  ~ 2(n+1) 2n = n+l n n(n+1) n(n+1l) —

_ngjfl) <0bon=1 = |up1| <|uy
Czyli pierwszy warunek kryterium Leibniza nie jest spelniony.

Zauwazmy jednak, ze:

Z?ﬂ(% - %) - Z?:l((2n2;21?-2n - (273?;)1-21) =2 4212(_23?—% =21 2n23:11) > 2n(2n—1) 2n n —
anQn >Zn 1271:22021%.%

Po prawej stronie mamy szereg rozbiezny (jako iloczyn stalej % przez rozbiezny szereg

harmoniczny rzedu 1). Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg

dany w zadaniu jest rozbiezny.



3.78.

S sin(n+ L)

Przeksztalémy powyzszy szereg korzystajac z wzoru:

sin(a + ) = sina - cosf + cosa - sinf3

S sin(n4 Hm =32 sin(nw + Z) = > (sin(nw) - cosE + cos(n) - sint) =

Yomei(0-cosT + (=1)" - sin®) =3 (=1)" - sin®

Poniewaz w przedziale < 0; 7 > funkcja sinz jest nieujemna,wiec mamy do czynienia z szeregiem
przemiennym. Ponadto lim, ,.sin® = 0, bo kat = wraz ze wzrostem n dazy do 0. Zatem warunek
konieczny zbieznosci szeregu oraz drugi warunek kryterium Leibniza (3.3.1) jest spelniony.
Sprawdzmy, czy spelniony jest pierwszy warunek tego kryterium:

|Uns1| < |ua]

Un 1| = Jun| = [(=1)" - sin 5| = [(=1)" - sink| = sinlg — sin’

Dla n > 2 oba katy naleza do pierwszej ¢wiartki: (0; %), w ktorej funkcja sinz jest rosnaca. Zatem
sints < sinf = |upga| < |un| a wige tym bardziej [un 1| < |un|.

Oba warunki kryterium Leibniza sg spelnione a wiec szereg dany w zadaniu jest na mocy tego

kryterium zbiezny.

3.79.
oo sin2(n+ 2w
Przeksztalémy ten szereg nastepujaco:
oo sin2(n+i)m =Y > | sin(2mn+25) = (na podstawie okresowosci funkeji sinus) = Y7 | sin?t =
0+ singm+ 14> . sin®* (1)
Podstawmy a = sin%w + 1 = const:
(1) =a+ Y "5 sin’t
Poniewaz dla n > 5 kat < 2T nalezy do pierwszej ¢wiartki (0; ), w ktorej funkcja sinus jest rosnaca,
wiec mamy:
a+ Y o sin® > a4y > sint
)

S sinZE > 3 o sins



Ale po prawej stronie mamy szereg rozbiezny, co zostalo pokazane w zadaniu 3.10., zatem na mocy

kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest rozbiezny.

3.80.
Y onts o
7 definicji logarytmu mamy:
logpb=c <& 10°=0D
Y
10%9° = (1)
oraz
loga=d < 10¢=a
Y
1090 = ¢ (2)

Przeksztalémy tozsamosci (1) i (2) nastepujaco:

a = 10loga /logb b= 10logb /loga
alogb — (10loga)logb bloga — (10logb)loga
alogb — 10loga~lagb bloga _ 1ologb~loga

7 powyzszych dwoch rownosci wynika, ze:

alogb — bloga (3)

Korzystajac z wzoru (3) przeksztalémy szereg dany w zadaniu nastepujaco:

fo:l al«+g = 220:1 nl"%

Powyzszy szereg jest szeregiem harmonicznym o stopniu zaleznym od wartosci a. Jest on zbiezny
gdy:

loga > 1

a > 10

Crzyli dla a > 10 szereg dany w zadaniu jest zbiezny, natomiast dla a € (0;10 > jest on rozbiezny.



3.81.

Yooy 5

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych. Zbadajmy dla jakich wartosci o« > 1 zachodzi nier6wnosc¢:
v < e (1)

)

n® < 3v*  Jlog

logn® < log3v™

alogn < /nlog3 /] :log3

Leglogn < \/n
Do rozwiazania zadania postuzmy sie wykresem. Wezmy dla przyktadu o = 1, 1. Wykres obu funkcji:

fi(z) = l%glogx ~ Oi;lﬂlogx ~ 2,3055 - logx

fo(z) = V@

wyglada nastepujaco:

14 f(x)=sqrt(x)

13 [ e —

:f //,.,——f-""‘""ﬁx) =2,3055logx
P
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Widzimy, ze wykres funkcji fi(z) = 2,3055 - logx dla kazdego x jest ponizej wykresu fo(z) = /.
Zatem dla o = 1,1 nier6wno$¢ (1) jest spetniona i tym samym zachodzi Y7 | == < > > -
A poniewaz po prawej stronie mamy szereg harmoniczny rzedu 1,1, ktory jest zbiezny, wiec

na mocy kryterium poréwnawczego szereg dany w zadaniu jest zbiezny.



3.82.

aq

f(x)=1/x2

] T =1/%3 4 -

Krzywe x% i x—lg, przecinaja sie tylko w punkcie (1,1). Na prawo od tego punktu wartosci krzywej x—12
sa wieksze od odpowiadajacych im warto$ciom krzywej % Zatem dlugos¢ wybranego odcinka

w punkcie z miedzy tymi krzywymi wynosi u = #—z—lg,

Niech teraz a € R, oznacza odleglo$¢ miedzy poprowadzonymi odcinkami. Pierwszy odcinek bedzie
wiec w punkcie 1+ a, drugi w punkcie 1 +a+a =1+ 2a, trzeciw 1 +a+ a+a =1+ 3a, itd.

Zatem dtugosci kolejnych odcinkéw wynosza:

S S
U= 0302 ~ {ta)?
S U
U2 = T72a)2 ~ 11207
_ 11
U3 = {730 ~ (1430
i ogodlnie:
W — L 1
n 7 (14na)? (14na)3

natomiast suma dlugodci tych odcinkow tworzy szereg liczbowy nieskoniczony:

2211((1-;(1)2 - (1+}w)3) (1)

suma ta bedzie skonczona jesli powyzszy szereg jest zbiezny. Zbadajmy wiec jego zbieznosé.

Jest to szereg o wyrazach nieujemnych, ktérego wyraz ogolny dazy do 0, bo:

1My s00ttn = iMoo gy = Moo s =0 —0=10

Czyli warunek zbieznosci szeregu jest spelniony. Przesztalémy teraz ten szereg nastepujaco:
0o 1 1 - oo (14na)—1 _ 00 00 o 00 1
Zn:l((l—‘rna)Q - (1+na)3) - Zn:l (14na)3 Zﬂ:l (1-12?@)3 < Zﬂ:l (7?5)3 - Zﬂ:l (na)?2 —
1 11
=D W = Yamei @ aE

Po prawej stronie mamy mnozenie statej — przez szereg harmoniczny rzedu 2, ktory jest

a

zbiezny. Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg (1) jest zbiezny.



A tym samym suma dhigosci odcinkow danych w zadaniu jest skonczona.

3.83.

T Q Q

=13 &H f)=1/x 1;x
_— 4 3 = - 3 !
f(x)=1f;—__-_“"“‘---x ﬂﬁ) e
41

A

Zadanie to jest analogiczne do poprzedniego z tg réznicg, ze mamy tu krzywe % i x—lg,, ktore

przecinaja sie w dwoch punktach (-1, -1) oraz (1,1).

Suma odcinkéw poprowadzonych na prawo od punktu (1,1) tworzy szereg liczbowy nieskonczony:

> s (s — W) (1)
Przeksztalémy teraz ten szereg nastepujaco:

oo 1 1 _ oo (14+na)?-1 _ oo 14+2na+(na)?—1 _ oo na(2+na) na(2+na)
21 (Tona — @) = 2onmt (na® = 2onml (e = 2anet (i) const+3 .7, (na+na)?

W ostatniej nier6wnosci mamy pewna stata przed suma oraz wspotezynnik p, ktore zaleza od wartosci
wybranej liczby a. Zeby bowiem ta nieréwnosé byla prawdziwa musi zachodzi¢ na > 1.

Przeksztalémy szereg dalej:

const + Y o0 PR — const 4+ Y o0 2+na) — const + 00 1) _ popgp 4 SO0 2dma

na+na)3 o na)3 n=p 8(na)3 n=p 8(na)?

= const + Zn: (% . %) — const + Zn: (g -1y

n

> const + 3007 g =
Po prawej stronie mamy iloczyn staleJ przez szereg harmoniczny rzedu 1, ktory jest rozbiezny.
Zatem na mocy twierdzenia 3.1.2 i kryterium poréwnawczego szereg (1) jest rozbiezny.

Czyli ostatecznie suma dlugosci poprowadzonych odcinkéw jest nieskoriczona - tym bardziej gdyby



dodaé¢ do niej dlugosci odcinkéw poprowadzonych w 3 ¢wiartce (na prawo od punktu (-1, -1)).

3.84.
Szereg dany w zadaniu sktada sie z nastepujacych wyrazow:

Uy + U +uz + ... +uy + ...

gdzie:
1
U1 = 15
111
U2 = 15" 10 = 700
UBIL.LL:L

U, = = - L. L. L =L
Widzimy, ze jest to szereg geometryczny, w ktorym:

a= % ig= 1L0

Yoer0d =300 55 ()" = k()" = Xt e

Zatem jego suma wynosi:

1
ZOO aqn_]-:_a: 10 :E:i@:l
n=1 1—L - 10 9 9

3.85.

al a3

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy:
(a1)? + (a1)? =1
2(&1)2 =1

(a1)* = %



2(&2)2 = %
(a2)? = i
a9 = % bo ay; >0

2(az)? = §

(G3)2 = %

asz = 2\&, bo az >0
(a1)? + (a2)? = (a3)?
2(a4)? = %

(a4)? = %

a4:i,boa4>0

Widzimy wiec, ze szereg okreslony w zadaniu wyglada nastepujaco:

Y =mtstostite= gt n Bt E B st B s BT
Zatem jest to szereg geometryczny, w ktorym a; = 75 oraz q = 75. Poniewaz v/2 > 1,

wiec |q| = |\/L§| < 1 a tym samym powyzszy szereg geometryczny jest zbiezny.

3.86.

Przez r,, gdzien > 1 A n € N oznaczmy dtugosci promieni kolejnych okregéw wpisanych tworzacych

ten ciagg. Przy czym r; oznacza promien najwiekszego, ry promien stycznego do niego od gory



w pionie itd.

Zgodnie z danymi w zadaniu mamy:

2ri 4+ 2ro +2r5 4+ ..+ 2r, + o => 0 =2, =1
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy:
(1+r)?=1"4+1-r)?

14+2m +rm2=14+1-2r + 12

4ri =1

=

ry =
Dalej zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa:
(1479)? =12+ (1 — 2ry — 19)?
14+2rg+r2=1+(1-2- ——7“2)
142y + 712 =1+ (1— 5 —1y)?

14 2ry+ 7192 =1+ (5 —12)?

1+ 2ry + 12 —1+——2 —T2+r2
14+2rg =3 -1

37’2 =

I dalej:
(1‘|‘T3)2:12+(1—2T1—2T2—7’3)2
(I+r)?=1+(1-2-3-2-4 —ry)?

1+27’3+7’32:1+(1—l—l—7'3)2

1+ 2r3 4 r3% =1+ (521 —ry)?
1+27’3+7’32:1+(%)2—2'%T3+T32

2, 1
27’3+3?”3—9

r3 = 51
oraz:

(1472 =12+ (1 —2r; — 2ry — 2r3 — 1y)?
(1+r)?=1+(1-2-2—-2.L 2. L )2

1+2rg4+r?=1+(1—-35—3— 5 —14)°



1+ 2ry + 7y =1+ (220221 — )2
1+2T4+7’42 :1+(%)2 -2 1—?)2T4+T42

L+ 2ry 412 =1+ (3 —2- Jra+ 72

=

2T4:L—l7"4

6 2
b=
=3
7”4:%}
Mamy wiec:
27"122-}1:%:%.%
O R
=2 g=h=1-4
27’422-%:%:}1.%
i ogodlnie:
27“”:%.%“

Czyli szereg dany w zadaniu wyglada nastepujaco:

2211(% ) n+r1) = Zle n(n1+1)

10



