5.19.

x2+4
42

fla) =24

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna, ktora jest ciagta dla wszystkich x, dla ktérych mianownik

limm—)?

jest r6zny od zera, czyli dla:

r+2#0

T # —2

Zatem w punkcie x = 2 funkcja ta jest okreslona i ciagta. Z definicji ciaglosci obliczamy granice:

limgof (x) = f(2) = 2H = 44 = 9

5.20.
lzmm%Zx;T_Ql

2 — z—1)(z
fla) =25 = =G

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna okreslong dla wartosci x — 2 # 0 < x # 2. Zapiszmy ja
nastepujaco:

f(@)=(z—=1)(z+1) =15 = g(z) - h(z), gdzie:

lim,—s9(x) = 9(2) = (2= 1)(2+1) = 3
Natomiast funkcja h(x) nie jest okreslona w punkcie z = 2 a tym samym nie jest ciagla w tym
punkcie. Jej granica lewostronna i prawostronna w punkcie x = 2 wynosza odpowiednio:
limg_ys_9— = —oco (bo dzielimy 1 przez dowolnie mala liczbe ujemna)

limg_ya40— = +0o(bo dzielimy 1 przez dowolnie maly liczbe dodatnia)

Zatem:

limy_o_of(x) = limy_o_og(x) - limg_o_oh(x) =3 - (—00) = —00

limg_sorof(x) = limg_or09(x) - limy_o,0h(z) = 3 - (+00) = 400

Uwagal

W zadaniu podana jest nieprawidtowa odpowiedz. Bylaby ona poprawna gdyby funkcja f(z)



byta okreslona wzorem:
x2—
f(]?) = ;,;724

Jest ona okreslona réwniez dla x # 2. Przeksztalémy ja nastepujaco:

fla) = 25 = C20 _ (54.9). 222 — g(a) - ha)

z—2 z—2 r—2
gdzie:
g(x) =z +2
() = 222

Funkcja g(x) jest okreslona dla x € R i jako wielomian pierwszego stopnia jest ciagta w tym
zbiorze. Zatem:

limy_,og(x) =g(2) =2+2=14

Funkcja h(z) jest okreslona dla x € R\2 i jest nieciagta dla = = 2. Dla wszystkich pozostatych
wartoéci z dziedziny jej wartosé jest rowna 1. Z tego i z definicji granicy lewostronne;j

i prawostronnej wynika, ze:

limg_o_oh(z) =1 oraz lim, o 0h(x) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = 2 istnieje i wynosi 1:

limg,_oh(z) =1

Ostatecznie granica funkeji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg_sof () = limg_og(x) - lim,_oh(z) =4-1=4

5.21.

: 4z2-1
lim,_, 1500

2_
flx) = 423;4-11

Funkcja f(z) jest funkcja wymierng okreslong dla: 2 +1# 0 2x # —1 < x # —%.

Zatem w punkcie x = —% jest ona nieciggla. Przeksztalémy ja nastepujaco:
z2— 2z—1)(2z+1 - .
f) =5 = EE = 2o - 1) - 55 = g(a) - h(x), gdzie

g(z) = (2x — 1), oraz

h(x) = 324

Funkcja g(x) jako wielomian stopnia pierwszego jest funkcja ciggla dla wszystkich wartosci z.

. . . o 1 . o . . ..
Zatem jej granica w punkcie x = —35 lstnieje 1 wynosi:



lim, ,_y9@) = g(—1) =2 (-} —1=—1—1=—2
Natomiast funkcja h(x) jest okreslona dla z € R\{—3} i dla kazdej wartosci z dziedziny jej

wartos¢ wynosi 1. Z tego i z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, ze:

limxﬁ_%_oh(l’) = 1 oraz limx_>_5+0h(x) =1
A zatem granica funkeji h(z) w punkcie z = —3 istnieje i wynosi 1:

lim, ., 1h(z)=1

T——3

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limmﬁféf(x) = limxﬁfég(x) : limmﬁféh(:c) =-2-1=-2

5.22.

l’me_)Qm:’%;
xz3—

f(fﬂ) = w—28

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna okreslong dla: = — 2 # 0 < = # 2. Zatem w punkcie x = 2

jest ona nieciagta. Przeksztal¢émy ja nastepujaco korzystajac z wzoru a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b*):

3 3

f(ﬂf) _ xx_—28 _ xx:§3 _ (x—?)(ij_-l—QQm—l—Q?) — ($2 42+ 22) . z_:g _ g(l’) . h(ﬂf), gdZiGZ

g(z) = 2% + 20 + 22 = 22 + 2z + 4, oraz

Funkcja g(z) jako wielomian stopnia drugiego jest funkcja ciagla dla wszystkich liczb
rzeczywistych w tym dla wartosci x = 2. Zatem jej granica w tym punkcie istnieje i wynosi:
limgy_og(x) =g(2) =22 +2-2+4=4+4+4=12

Natomiast funkcja h(z) jest okreslona dla wartosci x € R\{2} i dla wszystkich tych wartosci
przyjmuje warto$¢ funkcji réwna 1. Z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej
wynika, ze obie te granice w punkcie z = 2 wynosza:

limg_,o oh(z) =1 oraz lim, s oh(x) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = 2 istnieje i wynosi 1:

lim,_sh(z) =1

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg_o f () = limg_og(x) - limy_oh(x) =121 =12



5.23.

27—x3
r—3

OES= -

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna okreslong dla: © — 3 # 0 < = # 3. Jest wiec w punkcie z = 3

limm—)?»

nieciagla. Przeksztalémy ja nastepujaco korzystajac z wzoru a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?):
ag a epuja a

flz) = 2133 _ 3z:§3 _ (3—%)(302:))3334-;1:2) = (32432 +22) - i_:g = g(z) - h(z), gdzie:

g(z) = — (3% + 3z + 2%) = —(9 + 3z + 2?), oraz

=
&
I
|H
w

T—

—~~ W

Funkcja g(z) jako wielomian stopnia drugiego jest funkcja ciagla dla wszystkich liczb
rzeczywistych w tym dla wartoéci x = 3. Zatem jej granica w tym punkcie istnieje i wynosi:
limg, 3g(x) =g(3)=—(9+3-3+3%)=-9-9-9=-27

Natomiast funkcja h(z) jest okreslona dla wartosci x € R\{3} i dla wszystkich tych wartosci
przyjmuje warto$¢ funkcji réwna 1. Z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej
wynika, ze obie te granice w punkcie x = 3 wynosza:

limg_,3_oh(z) =1 oraz lim,_3,0h(x) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = 3 istnieje i wynosi 1:

lim,_3h(zx) =1

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg_sf(x) = limg_3g(x) - lim,_sh(z) = —27-1=-27

5.24.
. x2—4x+3
limg 355,75
_ xz?—4x+3
f(ZL’) T 226

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna okreslong dla: 2z — 6 # 0 < 2z # 6 < x # 3, jest wiec
w punkcie z = 3 nieciagta. Zauwazmy, ze r = 3 jest takze miejscem zerowym tréjmianu
kwadratowego w liczniku. Rozl6zmy go wiec na czynniki korzystajac z wzoru:

a(r —xo)(x —xy) = 2% — 42+ 3

ale a = 1 oraz xy = 3, wiec mamy:

(x=3)(z—x1) =2 —4x+3



Ponadto zachodzi:

To -1 =2

)

3-x1=3

)

r =1

Zatem:

(x=3)(z—1)=2*—4x+3
Funkcja f(z) przyjmuje wiec postac:
fla) = S5 — =2l 228 — g(x) - h(x), gdze:

g(z) = %54, oraz

3
Funkcja g(x) jako wielomian stopnia pierwszego jest funkcja ciagta dla wszystkich liczb
rzeczywistych w tym dla x = 3. Zatem jej granica w tym punkcie istnieje i wynosi:

lim,ag(@) = g(3) = 51 = 3 =1

Natomiast funkcja h(x) jest okreslona dla wartosci x € R\{3} i dla wszystkich tych wartosci
przyjmuje wartos¢ funkcji rowna 1. Z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronne;j
wynika, ze obie te granice w punkcie z = 3 wynosza:

limg_3_oh(z) =1 oraz lim,_,3.0h(x) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = 3 istnieje i wynosi 1:

lim,_sh(z) =1

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limy_sf(z) = limy_3g(x) - lim,_3h(z) =1-1=1

5.25.

limx—)—lx;__:ll
z2—

f(&l) - x-l-ll

Funkcja f(z) jest funkcja wymierng okreslona dla: = + 1 # 0 < x # —1, jest wiec w punkcie x = 3

nieciggta. Przeksztalé¢my ja nastepujaco:



fla) =22k = C=DE) (1) 2 = g(a) - (), gdzie:

g(x) =z —1, oraz

Fukcja g(x) jest wielomianem stopnia pierwszego (funkcjg liniowa) a wiec jest ciagta dla
wszystkich liczb rzeczywistych. Jej granica w punkcie x = —1 wynosi wiec:

limg,19(z) = g(=1) = =1 -1 = -2

Natomiast funkcja h(z) jest okreslona dla wartosci x € R\{—1} i w calej swojej dziedzinie
przyjmuje warto$¢ funkcji réwna 1. Z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej
wynika, ze obie te granice w punkcie x = —1 wynosza:

limg_,_1_oh(x) =1 oraz lim,_, 1 oh(z) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = —1 istnieje i wynosi 1:

limg, q1h(x) =1

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg—, 1 f(x) = limy_19(x) - limy—,_1h(x) = —=2-1= -2

(W ksiazce jest bledna odpowiedz)

5.26.

- r+2
l2m$—>—2 25+32

fla) = 5

Funkcja f(z) jest funkcja wymierng okreslong dla:

P+3R2A0 25 +2° 408 25 # —2° & # —2, jest wiec w punkcie z = —2 nieciggla.
Przeksztalémy ja nastepujaco:

2 2
flz) = z§i32 - z§i25

Poniewaz x = —2 jest miejscem zerowym mianownika, wiec jeden z jego czynnikow ma wartosé:
(r—(=2)) = (z+2)

i caly wielomian w mianowniku mozemy zapisaé¢ jako iloczyn powyzszego czynnika przez
wielomian stopnia o jeden mniejszego (4-tego):

25+ 2° = (z + 2)(2* + ba® + cx® + dx + 2%) = 2° + bt + ca® + dx? + 21 -z + 22 + 2023 + 2c2?+

+2dx +2° = 2° + 2° + (b+ 2)2* + (2b + ¢)a® + (2c + d)2* + (2d + 2%z



Zeby powyzsza rownos¢ byla prawziwa, wszystkie wspotczynniki przy potegach z (czwartej, trzeciej,

drugiej i pierwszej) musza by¢ rowne 0:

b+2=0 A 2b4+c=0 A 2c+d=0 A 2d 424 =0
b= —2

2-(=2)4+c=0

c=14

2:4+d=0

= -8

2. (=8)+2¢ =0
~16+16 =0
0=0

Ostatecznie wyrazenie z° + 2° = (x + 2)(2? — 223 + 42% — 8 + 21) i tym samym funkcja f(x)
przyjmuje postac:

_ o a42 +2 _ 1 2 _
fla) =53 = ($+2)(m4—2§3+4x2—8x+24) = v e — 9() - h(z)

gdzie

1
g(l’) T %223 +4+422-8z+24

h(z) = &2

42

Funkcja g(x) jest funkcja wymierna. Dla x = —2 jest ona okreslona i ciagta a jej wartosé

Wynosi:

1 1 1

_ _ _ 1 _
9(=2) = (—2)7—2-(—2)5 14 (—2)2—8(—2)12% _ 16+16+16+16+16 _ 516 _ 80

Z tego i z definicji ciaglosci funkceji granica funkcji g(x) w punkcie x = —2 istnieje i jest rowna:

lim,,2g(z) = g(—2) = &

Natomiast funkcja h(x) jest okreslona dla wartosci x € R\{—2} i w calej swojej dziedzinie
przyjmuje wartos¢ funkcji rowna 1. Z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronne;j

wynika, ze obie te granice w punkcie x = —1 wynosza:



limg—,_o oh(z) =1 oraz lim,_, o oh(z) =1
A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = —2 istnieje i wynosi 1:
lim,_, _oh(x) =1

Ostatecznie granica funkeji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg_, of(x) = limy,_og(x) - limgy_,_oh(x) = % 1= %

5.27.

x2—2x—8
22 —924-20

2_ 9
f(z) = :(?:2—92§+280 = ﬁ

Mm$—>4

Rozl6zmy trojmiany w liczniku i mianowniku na czynniki. W tym celu znajdzmy ich
miejsca zerowe:

Ap=0—4dac=(-2)>—4-1-(-8)=4+32=236

TLy = _b_Q\a/TL TLy = %ﬂ
Loy = _(_2-21)_6 TLy = _(;21)+6
T, = %4 Ty = g
xLl = -2 $L2 =4

Czyli licznik mozemy zapisa¢ nastepujaco:
L=(x—4)(x+2)
Znajdzmy teraz iejsca zerowe mianownika i tym samym okreslmy dziedzine funkcji f(z) :

Ay =b—dac=(-92—4-1-20=81—-80=1

T, 7(7291)71 T, 7(7291)+1
Ty = % Tymy = %
Ty = 4 Ty = 5

Czyli mianownik mozemy zapisa¢ nastepujaco:
M = (x—5)(x —4)

A wige f(z) =5



Jest to funkcja wymierna okreslona dla x € R\{4,5} i tym samym nieciagta
w rozpatrywanym punkcie x = 4. Zapiszmy ja nastepujaco:

fla) =22 - =) = g(2) - h(2)

gdzie
g(x) = 31
oraz
() = =2

4
Funkcja g(x) jest funkcja wymierna okreslona dla z = 4 i ciagta w tym punkcie. Jej granica
w punkcie x = 4 wynosi:

limgag(x) = g(4) = £2 = 5 = 6

Natomiast funkcja h(x) jest funkcja wymierna nieokreslona i nieciagla w punkcie x = 4.
Dla wszystkich pozostatych x jej wartosé¢ jest réwna 1. Z tego oraz z definicji granicy
lewostronnej i prawostronnej wynika, ze obie te granice w punkcie z = 4 wynosza:
limg_4_oh(z) =1 oraz lim,_40h(x) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie x = 4 istnieje i wynosi 1:

limg,_4h(z) =1

Ostatecznie granica funkeji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg_ o f () = limg_s9(x) - limg_4h(z) = —6-1=—6

5.28.

li 234125

1My——5 222-50
_ 34125

flx) = 53750

f(x) jest to funkcja wymierna okreslona dla:

222 — 50 # 0

2(z% — 25) # 0

2(x —5)(x+5)#0

r#5 AN x# -5

Przeksztatémy funkcje f(z) korzystajac z wzoru:

a® + b = (a+b)(a® — ab+ v?)



fz) =224125 — 2%+’ (@ 10)(@®5245%) _ o?—5e45 . o45 _ g1 . p(x)

T 222-50 © 2(z—5)(z+5) 2(z—5)(z+5) ~  2(z—5) x+5
gdzie:
2—5x+52
g([L‘) — 2(z-5H)
oraz
__ z+5
h(z) = 5

Funkcja g(x) jest funkcja wymierna okreslong dla = € R\{5} i ciagla w calej swojej dziedzinie.

7 tego oraz z definicji ciagtosci funkcji wynika, ze jej granica w punkcie x = —5 wynosi:
; — _ (=5)2-5-(=5)+5% _ 25425425 _ 75 _ _ 15
lzmx—)—Sg(x) - g(_5) - 2-(—5—5) — T2(=100) — =20 4

Natomiast funkcja h(x) jest funkcja wymierna okreslong dla x € R\{—5} i ciagla dla wszystkich
wartosci z dziedziny. Jej wartos¢ dla wszystkich x # —5 jest rowna 1. Z tego oraz z definicji granicy
lewostronnej i prawostronnej wynika, ze obie te granice w punkcie z = —5 wynosza:

lim,_, 5 _oh(x) =1 oraz lim,_, 5. oh(z) =1

A zatem granica funkcji h(z) w punkcie z = —5 istnieje i wynosi 1:

lim, , sh(x) =1

Ostatecznie granica funkcji f(z) danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg—,_5f(x) =limg_59(x) - limy—,_sh(x) = -2 -1=—22
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