5.29.

. 322 +5x—2
LMo 25716075
_ 32%245x—2
f(z) = 422+ 90+42

f(x) jest funkcjg wymierna okreslong dla:

42 + 92 +2 #0

W celu znalezienia miejsc zerowych mianownika rozt6zmy go na czynniki. Zauwazmy
tez, ze 1 = —2 jest jednym z miejsc zerowych.

4 + 92 + 2 = 4(x — 1) (x — 22) = 4(x + 2)(z — x9)

Miejsce zerowe xo obliczymy ze wzoru ax,zs = c:

Czyli mamy:

Az +2)(x+1)#0

)

€ R\{-2,—1}

Zauwazmy tez, ze x = —2 jest réwniez miejscem zerowym licznika, zatem:

32+ 5x —2=2(x — (=2))(x — 23)

Drugie miejsce zerowe obliczymy z tego samego wzoru, z ktorego korzystaliSmy wyzej:

3 (=2)x9 =2

—6ZL'2:—2
_ 2
Ig—é
_ 1
33‘2—5

Zatem funkcje f(x) mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

3(z—1)(z42) 3z—1)
f(.%) - 4(x+§)(oc+2) - 4(1:—&-;) ’ :(:_—T—g - g(m) ' h(l’)

gdzie:

h(z) = &2

T+2

Funkcja h(z) a tym samym f(x) sa nieciagle w punkcie x = —2. Dla wszystkich



pozostalych x funkcja h(x) jest okreslona i jej wartos¢ wynosi 1. Z tego oraz

z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej funkcji wynika, ze:
limgy_,_o_oh(x) =1 oraz lim,—, o oh(z) =1

\

lim,, oh(x) =1

Natomiast funkcja g(z) jest okreslona i ciaglta w punkcie x = —2 (jako funkcja

wymierna). Z definicji ciaglogci wynika, ze:

1 6 1 7
~ — _3.7275 37375 3 73 _ 3.7 4_
lzmmanQ(m) = g<_2) — 1 _2_,_% — 1 _%4_% 1 _g — 137 1
A wiec ostatecznie szukana granica funkcji f(z) w punkcie z = —2 wynosi:

limg_, of(x) = limy,_2g(x) - limy, _sh(x)=1-1=1

5.30.

hmx—ﬂ%
xd—

fla) =55

Funkcja f(z) jest funkcja wymierna okreslona dla z € R\{1}. Przeksztal¢my licznik
nastepujaco zauwazajac, ze £ = 1 jest jego miejscem zerowym:

2’ —1=(z—1)(az* + bz’ + ca® + du + e) = az® + bz + ca® + da® + ex — ax* — ba® — ca? —dz — e =
ar® + (b—a)x* + (c—b)2* + (d— )2’ + (e —d)xr — e

Wspoltezynniki a, b, ¢, d, e wyznaczamy nastepujaco:

a=1, b—a=0, c¢c—b=0, d—c=0, e—d=0

b—1=0&b=1

c—1=0&c=1

d—1=0&d=1

e—1=0&e=1

Czyli mamy:

P—1l=@-Da*+23+22+2+1)

Funkcje f(x) przedstawmy teraz nastepujaco:

f(ﬂj) — | _ (z—1)(z*+a3+a?+z+1) _ ($4 + ZE3 + [E2 + x4 1) Lzl g(:[;) . h([E)

r—1 r—1 r—1

gdzie:



gx)=2'+23+ 22 +x+1

Funkcja g(x) jest w punkcie z = 1 ciagta, zatem jej granica w tym punkcie wynosi:
limg1g(z) =g(1)=1"+134+12+141=5

Natomiast funkcja h(x) jest funkcja wymierna okreslona dla = € R\{1}, ciagla dla
wszystkich wartosci z dziedziny i réwnag 1 dla tychze wartosci. Zatem z tego oraz

z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej funkcji wynika, ze:

limy_1_oh(z) =1 oraz lim,_,1oh(x) =1

Y

lim, s h(z) =1

Ostatecznie granica funkcji danej w zadaniu istnieje i wynosi:

limg—1 f(x) = limgy_19(x) - limy_1h(x) =5-1=5

5.31.

, 2—3)(—1)l]

i,y =0
2—3)(—1)le]

o) = =y

Funkcja f(z) jest okreslona dla x € R\{—3,3}, gdyz dla tych wartosci mianownik jest rézny od 0.

Przeksztal¢my funkcje f(z) nastepujaco:

fla) = @ED _ e9EUE G ams ) p(a)

2-9  (z—3)(z+3) z+3 z—3
gdzie:
—1)[=]
h(z) =23

Funkcja h(z) jest funkcja wymierng okreslong dla x € R\{3}. Dla wszystkich wartosci

z dziedziny jest ciagta i przyjmuje wartos¢ 1. Zatem z tego oraz z definicji granicy lewostronnej
i prawostronnej funkcji wynika, ze:

limy_3_oh(z) =1 oraz lim,_,3.0h(x) =1

Y

lim,_3h(x) =1

Znajdzmy teraz granice funkeji g(x):



. T (-l . (-2 . 1 1
l’lmma:’)fog(fﬁ) = limg3-0 3 lzmxﬁ370$__~_3 = limxazﬁom =%

li — i _1)[93] — i (_1)3 — 1l -1 1
me—>3+og(ﬂ7) = Mg—3+0~ ;13 = WMg3407 ;75 = WMe—340,73 = 5

Poniewaz granice lewostronna i prawostronna funkcji g(x) w punkcie x = 3 sa rozne, wiec
granica funkcji w tym punkcie nie istnieje. Tym samym nie istnieje w tym punkcie granica

funkeji f(x) danej w zadaniu.

5.32.

: YiTma—1
limg yo~—""—

f(ZL‘) — V1+mz—1

Funkcja f(z) jest okreslona dla:

x #0 A 1+mz >0
mx = —1
x}—# dlam > 0
xé—% dlam <0

Dla m = 0 funkcja f(z) przybiera postac:
flz) = Vit0a—1 _ 1-1 _ 0 _

x x

Zatem granice jednostronne tej funkcji wynosza:
limg—,_of(x) =0 oraz lim,_,of(x) =0

Y

limg_of(z) =0

Wezmy teraz m # 0:
f(a:) — VI+maz—1
Podstawmy:

l+mz=1t> (gdyz—0,t0t—1)

mr =13 —1

f(t) = 5t = L




Korzystajac z wzoru a® — b® = (a — b)(a® + ab + b*), mamy:

ft) =5 wfim = 9(t) - h(t) , gdzie:

Funkcja g(t) jest okreslona dla ¢t # 1 i dla wszystkich wartosci ¢ z dziedziny jest ciagta
i przyjmuje wartos¢ 1. Zatem z tego i z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej
wynika, ze:

limy_1_0g(t) = 1 oraz lim;_110g9(t) =1

Y

limy_19(t) =1

Znajdzmy teraz granice funkcji h(t) w punkcie t = 1. Jest to funkcja wymierna okreslona

dla t =11 cigglta w tym punkcie, zatem:

__m
124141

limsih(t) = h(1) =

©[3

A wiec:
limy sy f(t) = limyag(t) - limy 1 h(t) =1- % = 3m
Ostatecznie:

limg_of(z) = limy_1 f(t) = %m

5.33.
lz'mng"ﬁ'fT_l1 , n - liczba naturalna
flz) =25

f(z) jest funkcja wymierna okreslona dla z € R\{1}. Obliczmy granice tej funkcji w punkcie z = 1

dla kilku poczatkowych n:

n=1

fi(z) = i_j

limg_1_ofi(x) =1 oraz lim, ,1.0f1(z) =1
Y

limg_1 1 ($) =1



folw) = 2= = EEDEHD — ol 4 1) = go(a) - ho(z), gdzie:

r—1 r—1

limg1ga(z)= limg1 fi(z) =1
limg_1he(x) =(ha(x) jest funkcja liniows ciagla dla x = 1)=hy(1) =1+ 1 =2
A zatem

limg 1 fo(x) = limy_1go(x) - limg_1he(z) =1-2 =

n=3
falaw) === = (xfl)g(ffrxﬂ) =1 @+ o+ 1) = gs(x) - hy(x), gdzie:
G

hs(x) =2 +x+1

lzmx—)lg?)(x): llmz—)lfl(l') =1
limg_1hs(x) =(hs(z) jest wielomianem stopnia 2-go ciaglym dla x = 1)=h3(1) =12 +1+1=3
A zatem

limg 1 f3(x) = limg_193(x) - limg_s1hg(z) =1-3 =3

n=4

xz2)2-12 22 —1)(z2 z—1)(z x? r— .
fa(z) = ”fjf = { 2,11 =% i),(l ) 1)(;11)( ) Il (4 1)(2? + 1) = ga(x) - ha(z), gdzie:
ga(x) = =

limg19a(z)= limg1 fi(z) =1
lim,_1hy(z) =(hs(x) jest wielomianem stopnia 3-go ciaglym dla z = 1)= hy(1) = 13 +1°+1+1 =4
A zatem

limg_ 1 fa(x) = limg_1g4(x) - limg_1hy(z) =1-4=4

(z—1)(z*+a3+a?+a+1)
z—1

fs(z) = 2°—1 =(wzor wyprowadzony w zadaniu 5.30) =




limg—1 f5(x) = 5 (obliczone w zadaniu 5.30)

Na podstawie powyzszych przyktadow zauwazamy, ze:

" —1=(z—-1)@@E" 1 +a" 2+ 422+ +1) (1)

Wz6r ten udowodnimy przez indukcje. Zaktadamy, ze prawdziwe jest zalozenie indukcyjne dla
k>1ik¢c N:

oF— 1= -1+ 24+ 422+ 2 +1)

a twierdzimy, ze spelniona jest teza indukcyjna:

g —1=(z - 1)@+ 2 2+ 1) (2)

Na podstawie zalozenia indukcyjnego mamy:

R R T R e

Zatem rozpatrujac rownanie (2) mamy:
P=@-1)E*"+a*t+ 22+ +22+o+ D) =(@—-DzF+ @ +2* 2+ +22+2+1)] =
=@ —-DE"+ =) = (@ - Db+ (@~ ) =2 gk pab 1 =af 1=

czyli teza indukeyjna jest prawdziwa a tym samym prawdziwy jest rozpatrywany wzor (1).

Obliczmy teraz granice funkcji f(z):

flay=2=b ==l (gnt 4 on2 4 42?42+ 1) =g(z) - h(z), gdzie:

h(z)=a" 1 +2" 2+ .  +22+z+1

limg_19(x)=limg,_1 f1(x) =1

limg_,1h(z) =(h(z) jest wielomianem stopnia n — 1 ciaglym dla x = 1)= h(1) =

" P41 2+ +12+14+1=1+1+..4+1+1+1=(jest to suma n jedynek) = n
Ostatecznie granica dana w zadaniu wynosi:

limg_1 f(z) = limg—19(x) - limz_1h(z) =1-n=n

5.34.
limz%25%
fla) = L5

Funkcja f(x) okreglona jest dlax >0 A z #25



Przeksztalémy tg funkcje nastepujaco:

f( ) V-5 __ VZ—5 _ V=51
Y) = %2735 = Wz-5)(vath) _ vz—b Vats

Podstawmy k = y/x i zbadajmy granice w punkcie k = v/25 =5

fk)y=12-= k=0 A k#5
f(k) = g(k) - h(k), gdzie

g(k) = =2

h(k) = k+5

Funkcja g(k) okreslona jest dla k # 5 i dla wszystkich argumentow z dziedziny jest ciagla
i przyjmuje warto$¢ 1. Zatem z tego i z definicji granicy lewostronnej i prawostronne;j
wynika, ze:

limg_s5-0g(k) = 1 oraz limy_5409(k) =1

Y

limg_s9(k) =1

Funkcja h(k) jest funkcja wymierna, ktora jest ciagla dla wszystkich argumentow z dziedziny,
zatem:

limg_sh(k) = h(5) = 5—1% &
Granica funkcji f(k)wynosi wiec:

A tym samym granica szukana w zadaniu wynosi:

lima_yos f(x) = limp_s f (k) = 35

5.35.
limg—o x2+\/x+%+1
3

flo) = S22

Funkcja f(z) jest okreslona dla:

r+1>0 A 1—Vz+1#0

r>—1 A Ve+1#1
r+1#1
x#0



Przeksztal¢my funkcje f(z) nastepujaco:

f(x) Vx4l V221141241 1—yz+1 + Va2il-1 1=+l 1-V22+1 (1)
T 1—Vat+l T 1—vz+1 T 1zl 1—vz+1 — 1—z+1 1—vz+1
Podstawmy g(z) = 1:\/—7 Vij: i zastosujmy wzor a—b = % do licznika i mianownika drugiego utamka:

—VZ241 2zl —x?— z —z2 T
(1) = g(x) — (Bail, Bovailly gy (Aol Laidy _ gy - o (/edl)

1+vVa24+1 Vet ] 1+v22+1 1-z-1 —z-(I4+Va2+1)
z-(14+/z+1)

=9(2) - T
Zatem f(x) = g(z) — h(x), gdzie:

z-(14++/z+1
h(z) = 2R

Funkcja g(z) jest okreslona dla x € R\{0} i dla wszystkich argumentow przyjmuje warto$é¢ rowna 1.

Zatem z tego i z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, ze:
lim,_,_og(z) = 1 oraz lim,_,og(x) =1

Y

limg_og(z) =1

Natomiast granica funkcji h(x) wynosi:

imao(a) = lim, o HESEED = OO — 02 —

Czyli ostatecznie szukana granica wynosi:

limg_of(z) = limg_og(x) — limg_oh(z) =1—-0=1

Od razu wida¢, ze dziedzina funkcji f(x) jest R\{0}, bo dla z = 0 mianownik réwny jest 0.

, . . , 2_12 . . . . .
Przeksztatémy funkcje f(z) stosujac wzér a — b = 2= do licznika i mianownika:
a+b

fla) = L VITF1 12 | V2?5125 52 _ a41-1 | va?42545 _ _ a® | a?42545 _ /aP42545

Vz2425-5 Va2+1+1 V2242545 Va2 41+l x2+25-25 Va2 141 x? Va2 +1+1
Zatem:
l/lm f(l,) — limgc_>0\/x2+25+limgg_>05 — v 0+25+5 — 5+5 — Q — 5

=0 limag—oVa2+1+Himg 01 VOTI+l 141 2

5.37.

sin3x
%

fla) ==

limx—)O



Funkcja f(z) okreslona jest dla:

dx # 0

x#0

Czyli jej dziedzing jest R\{0}.
Przeksztalémy funkcje f(z) nastepujaco:

sinx
T

Korzystajac teraz z wzoru lim,_. = 1 mamy:

. . sin3x . 3 _ 3 __
limg o f () = lime 052" - lime 0y =1+ =

9N

5.38.

limm_)o 3-;§in
4

(@) = 55

Funkcja f(z) okreslona jest dla:

3-sin2x #0
sin2x # 0

2x # km, keC
r # k7, keC

Przeksztal¢my funkcje f(z) nastepujaco:

f(a:) = 3532233 = 3.57:2’”21'
2z
Zatem:

) _ limg_02
lima o f () = lim03-1ima 0

ser = (korzystajac z wzoru lim,_,o > = 1)
2x

10



