
5.39.

limx→∞
sinx
x

f(x) = sinx
x
, D = R\{0} (dziedzina)

Zauwa»my, »e:

| sinx
x
| 6 1

x
, dla ka»dego x > 0. Poniewa» limx→∞

1
x
= 0, wi¦c wnioskujemy, »e limx→∞

sinx
x

= 0.

I rzeczywi±cie, korzystaj¡c z de�nicji granicy funkcji przy x→∞ dla dowolnie wybranej liczby

ε > 0 mo»emy przyj¡¢ N = 2
ε
i wtedy dla x > N b¦dzie:

| sinx
x
| 6 ε (1)

|sinx|
x

6 ε ∧ x > 2
ε

|sinx| 6 ε · x ∧ ε · x > 2

|sinx| < 2 < ε · x

Co oczywi±cie jest prawd¡. Czyli nierówno±¢ (1) jest prawdziwa a tym samym limx→∞
sinx
x

= 0.

5.40.

limx→ 1
2
π
sinx
x

f(x) = sinx
x
, D = R\{0} (dziedzina)

limx→ 1
2
π
sinx
x

=
lim

x→ 1
2π
sinx

lim
x→ 1

2π
x

=(bo funkcje sinx i x s¡ ci¡gªe)=
sin 1

2
π

1
2
π

= 1
π
2
= 2

π

5.41.

limx→ 1
2
π
cosx
x− 1

2
π

f(x) = cosx
x− 1

2
π
, D = R\{1

2
π} (dziedzina)

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) korzystaj¡c z wzoru: cox = sin(π
2
− x)

f(x) = cosx
x− 1

2
π
= − sin(π

2
−x)

π
2
−x

Zatem: limx→ 1
2
π[−

sin(π
2
−x)

π
2
−x ] = −limx→ 1

2
π
sin(π

2
−x)

π
2
−x = −1 (bo limx→0

sinx
x

= 1)

5.42.

limx→0
tgx
4x

f(x) = tgx
4x
, D = R\{0} (dziedzina)

Granic¦ funkcji f(x) obliczymy korzystaj¡c z wzoru limx→0
tgx
x

= 1 oraz przeksztaªcaj¡c funkcj¦

1



nast¦puj¡co:

limx→0
tgx
4x

= 1
4
· limx→0

tgx
x

= 1
4
· 1 = 1

4

5.43.

limx→8
8−x

sin( 1
8
πx)

f(x) = 8−x
sin( 1

8
πx)

, musi zachodzi¢ sin(1
8
πx) 6= 0⇔ 1

8
πx 6= kπ, k ∈ C ⇔ x 6= 8k, k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) korzystaj¡c z wzoru:

sinx = sin(π − x)

f(x) = 8−x
sin(π− 1

8
πx)

= 8−x
sin[π(1− 1

8
x)]

= 8 · 1− 1
8
x

sin[π(1− 1
8
x)]

= 8
π
· π(1− 1

8
x)

sin[π(1− 1
8
x)]

= 8
π
· 1
sin[π(1− 1

8x)]

π(1− 1
8x)

Zatem:

limx→8f(x) = limx→8[
8
π
· 1
sin[π(1− 1

8x)]

π(1− 1
8x)

] = 8
π
· limx→81

limx→8
sin[π(1− 1

8x)]

π(1− 1
8x)

=(bo limx→0
sinx
x

= 1) = 8
π
· 1
1
= 8

π

5.44.

limx→0
sin2x
sin3x

f(x) = sin2x
sin3x

Musi zachodzi¢

sin3x 6= 0

3x 6= kπ, k ∈ C

x 6= 1
3
kπ, k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = sin2x
sin3x

=
sin2x· 2x

2x

sin3x· 3x
3x

= 2x
3x
·
sin2x
2x

sin3x
3x

= 2
3
·
sin2x
2x

sin3x
3x

Zatem korzystaj¡c z wzoru limx→0
sinx
x

= 1 obliczamy szukan¡ granic¦:

limx→0f(x) = limx→0[
2
3
·
sin2x
2x

sin3x
3x

] = 2
3
·
lim

x→0 sin2x2x

limx→0
sin3x
3x

= 2
3
· 1
1
= 2

3

5.45.

limx→0
tg2x
tgx

f(x) = tg2x
tgx

Musi zachodzi¢ tgx 6= 0⇔ x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ C
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Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = tg2x
tgx

=
tg2x· 2x

2x

tgx·x
x

= 2x
x
·
tg2x
2x
tgx
x

= 2 ·
tg2x
2x
tgx
x

Zatem korzystaj¡c z powy»szego i z wzoru limx→0
tgx
x

= 1 mamy:

limx→0f(x) = limx→02 ·
limx→0

tg2x
2x

limx→0
tgx
x

= 2 · 1
1
= 2

5.46.

limx→π
1+cosx
sin2x

f(x) = 1+cosx
sin2x

Musi zachodzi¢ sin2x 6= 0⇔ sinx 6= 0⇔ x 6= kπ, k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) korzystaj¡c z wzorów:

sin2x = 1− cos2x i a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

f(x) = 1+cosx
sin2x

= 1+cosx
1−cos2x = 1+cosx

(1−cosx)(1+cosx) =
1

1−cosx ·
1+cosx
1+cosx

= g(x) · h(x), gdzie:

g(x) = 1
1−cosx

h(x) = 1+cosx
1+cosx

Funkcja h(x) jest nieci¡gªa w punkcie x = π (i ogólnie x = kπ, k ∈ C). Dla wszystkich warto±ci

x z dziedziny jej warto±¢ wynosi 1. Zatem z tego oraz z de�nicji granicy lewostronnej

i prawostronnej funkcji wynika, »e:

limx→π−0h(x) = limx→π−0
1+cosx
1+cosx

= 1 ∧ limx→π+0h(x) = limx→π+0
1+cosx
1+cosx

= 1

m

limx→πh(x) = 1

Natomiast granica funkcji g(x) wynosi:

limx→πg(x) = limx→π
1

1−cosx = limx→π1
limx→π1−limx→πcosx = 1

1−(−1) =
1
2

Zatem granica funkcji dana w zadaniu wynosi:

limx→πf(x) = limx→πg(x) · limx→πh(x) =
1
2
· 1 = 1

2

5.47.

limx→ 1
4
π
cosx−cos 1

4
π

sinx−sin 1
4
π

f(x) =
cosx−cos 1

4
π

sinx−sin 1
4
π

3



Musi zachodzi¢:

sinx− sin1
4
π 6= 0

sinx 6= sin1
4
π

x+ 2kπ 6= 1
4
π k ∈ C

x 6= 1
4
π − 2kπ k ∈ C

x 6= 1
4
π(1− 8k) k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) korzystaj¡c z wzorów:

sinx− siny = 2sinx−y
2
cosx+y

2

cosx− cosy = −2sinx+y
2
sinx−y

2

f(x) =
cosx−cosπ

4

sinx−sinπ
4
=
−2sin(x

2
+π

8
)sin(x

2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)cos(x

2
+π

8
)
= −2sin(x

2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)
· sin(

x
2
+π

8
)

cos(x
2
+π

8
)
= −2sin(x

2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)
· tg(x

2
+ π

8
) = g(x) · h(x),

gdzie:

g(x) = −2sin(x
2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)

h(x) = tg(x
2
+ π

8
)

Funkcja g(x) jest nieci¡gªa w punkcie x = π
4
. Dla wszystkich argumentów z dziedziny

jej warto±¢ wynosi −1. Zatem z tego oraz z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej

funkcji wynika, »e:

limx→π
4
−0g(x) = limx→π

4
−0(−

2sin(x
2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)
) = −1 ∧ limx→π

4
+0g(x) = limx→π

4
+0(−

2sin(x
2
−π

8
)

2sin(x
2
−π

8
)
) = −1

m

limx→π
4
g(x) = −1

Natomiast funkcja h(x) jest ci¡gªa (tw. 5.4.10) w punkcie x = π
4
. Zatem jej granica w tym

punkcie wynosi:

limx→π
4
h(x) = h(π

4
) = tg(

π
4

2
+ π

8
) = tg(π

8
+ π

8
) = tg(2π

8
) = tg π

4
= 1

Ostatecznie szukana granica funkcji f(x) wynosi:

limx→π
4
f(x) = limx→π

4
g(x) · limx→π

4
h(x) = −1 · 1 = −1

5.48.

limx→1
|tg(x−1)|
(x−1)2

f(x) = |tg(x−1)|
(x−1)2 , D = R\{1}

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:
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f(x) = |tg(x−1)|
(x−1)2 = | tg(x−1)

(x−1)2 | − |
tg(x−1)
x−1 ·

1
x−1 | = |g(x) · h(x)|, gdzie:

g(x) = tg(x−1)
x−1

h(x) = 1
x−1

Korzystaj¡c z wzoru limx→0
tgx
x

= 1, obliczamy granic¦ funkcji g(x):

limx→1g(x) = limx→1
tg(x−1)
x−1 = 1

Obliczmy teraz granic¦ funkcji h(x):

limx→1−0h(x) = limx→1−0
1

x−1 = −∞

limx→1+0h(x) = limx→1+0
1

x−1 = +∞

Zatem:

limx→1−0f(x) = |limx→1−0g(x) · limx→1−0h(x)| = |1 · (−∞)| = +∞

limx→1+0f(x) = |limx→1+0g(x) · limx→1+0h(x)| = |1 · (+∞)| = +∞

Ostatecznie szukana granica w punkcie x = 1 wynosi:

limx→1f(x) = +∞

5.49.

limx→1
arctgx
x

f(x) = arctgx
x

, D = R\{0}

Korzystaj¡c z de�nicji arcusa tangensa mamy:

arctgx = α ⇔ tgα = x, α ∈ (−π
2
, π
2
) (1)

Zatem mamy f(x) = f(tgα) = α
tgα

x→ 0⇔ tgα→ 0⇔ α→ 0 bo zachodzi (1)

limα→0
α
tgα

= limα→0

α
α
tgα
α

= limα→0
1
tgα
α

= limα→01
limα→0

tgα
α

= 1
1
= 1

A zatem szukana granica wynosi:

limx→0f(x) = limα→0
α

tgaα
= 1
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