5.39.

sinx
T

f(x) =222 D = R\{0} (dziedzina)

limg oo

Zauwazmy, ze:

|| < i, dla kazdego x > 0. Poniewaz limxﬁm% = 0, wigc wnioskujemy, ze lim, . *7* = 0.

I rzeczywiscie, korzystajac z definicji granicy funkcji przy x — oo dla dowolnie wybranej liczby

2

€ > 0 mozemy przyja¢ N = = i wtedy dla x > N bedzie:

[ < e (1)
|Si:z‘<e A x>%
|sinz| < e-x A €-x>2

|sinx| <2 <e-x

sinr __
nz — (),

Co oczywidcie jest prawda. Czyli nier6wnosé (1) jest prawdziwa a tym samym lim, ..

5.40.

sinx
Tr—r 3 ™ x

f(z) =22 D = R\{0} (dziedzina)

= z

lim

lim 1_sinx sininr

. sinx _ .'z—>§7r _ . . . . . 3 _ L _ 2
limg, 1. %0% = T =(bo funkcje sinz i x sa ciaglte)= irall
2

5.41.

| cosx
mﬁﬁwx,%ﬂ

lim
f(z) = =, D= R\{%?T} (dziedzina)

Przeksztalémy funkcje f(z) korzystajac z wzoru: cox = sin(§ — x)

f(x) _ _cosz __ _Si”(%*z)
z—im I
T sin(§—x); . sin(5—x) . sinx __
Zatem: lim, ,1.[— 125 | =—lim, 1, 22— = —1 (bo lim,_0* 2% = 1)

5.42.
llmmaof—;
f(z) =" D = R\{0} (dziedzina)

Granice funkeji f(z) obliczymy korzystajac z wzoru limxﬁot% = 1 oraz przeksztatcajac funkcje



nastepujaco:

lim, o2 =1 lim, o =1.1=1

5.43.

Mma}—)S#gm)

f(z) = %, musi zachodzi¢ sin(imz) #0 & srx £ kr, ke C & x #8k, ke C
8

Przeksztatémy funkcje f(x) korzystajac z wzoru:

sinx = sin(m — x)

flo)= 82— 8= __g. l-gz g _m(-g2) _ 8 1
sin(ﬂ—%ﬂx) sin[ﬂ'(l—éx)} sin[w(l—éx)] T sin[ﬂ(l—éx)] T sin[r(1— )]
ﬂ(lf%z)
Zatem:
. N 8 . 1 _ 8. limg_,gl _ . sinT __ _ 8.
lzm%%Sf(x) - lzmxHSI:ﬂ' sin[ﬂ(lféz)]] T . sin[ﬂ(lf%z)] —(bO lzm:r*)[) z 1) o
—a_T. limg g ————7"-
m(l—gz) m(l-—gz)
5.44.
; sin2x
l,lmwﬁosin?)x
__ sin2x
f(l’) T sin3z
Musi zachodzi¢
sindx # 0
3v #km, keC
1
e % gkﬂ', ke C
Przeksztalémy funkcje f(z) nastepujaco:
( ) __ sin2x __ sin?mé—; _ 2z “Sf” _ 2 sanjz
J@) = e = et T TE T3 Ei
Zatem korzystajac z wzoru lim, o** = 1 obliczamy szukang granice:
) lim in2

. T 2 Lgfz ) - I )
lzmx—)of(l‘) - llmz—>0[3 szg;z] - 3 limz_m 57';:31 - 3 1~ 3
5.45.

. tg2x
llmxaotg_w

fla) = 2

Musi zachodzi¢ tgx # 0 & v # 2k +1)5, ke C

3 |oo



Przeksztal¢my funkcje f(z) nastepujaco:

2z tg2x tg2x
f($) _ tg2x __ tg2z- 55 — 2z Tz _ 2. 2z
tgx tgx-Z x thx “’Tx

. . . . tg_m _ .
Zatem korzystajac z powyzszego i z wzoru lim, -1 = 1 mamy:
tg2x
t2;§c =2

T

limzﬁ()

=2

[ L

limg_of(z) = limg_02 -

limzHO

5.46.

l . 1+cosz

MMy i
_ 1+cosx

f(l‘) T sin?z

Musi zachodzi¢ sin’z # 0 & sinx #0 & x # kr, ke C

Przeksztalémy funkcje f(x) korzystajac z wzorow:

sin*r = 1 — cos’x i a’? —b* = (a—b)(a+Db)
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 1 _ fae
f(.ﬁE) - ;;’rczgicx - 1;"0002529; - (1—0052)055—7—00531) — 1—cosz 1123?2 - g(.’L’) ) h<$)’ glee'
_ 1
g(l’) " l—cosz
h(z) = 1o

Funkcja h(z) jest nieciagta w punkcie x = 7 (i ogolnie z = km, k € C). Dla wszystkich wartosci
x 7z dziedziny jej warto$¢ wynosi 1. Zatem z tego oraz z definicji granicy lewostronne]

i prawostronnej funkcji wynika, ze:

1+cosz =1 A

1+cosx __ 1
14-cosx -

me—ﬂr—()h(x) = limx—wr—() 1+cosz

0

limgy_-h(x) =1

limx—)Tr—I—Oh(x) = limx—ﬁr—i—O

Natomiast granica funkcji g(z) wynosi:

limg 7l 1

. g 1 o 1
lzmm%ﬂ'g(l‘) - lzmx%ﬂ'l—cosx T limgogl—limg_rcosz ~ 1—(=1) — 2

Zatem granica funkcji dana w zadaniu wynosi:

limgy o f(x) = limy_rg(x) - lim,_, h(x) = % 1= %

5.47.

lim cosx—cos%w
1, ——1—
T 3T sznm—szn%w

COSLE—CDSl’iT

T) = 4
f( ) l in L
ST S’LTLZﬂ'



Musi zachodzié:

. . 1
sinx — singm # 0

sinx # siniﬂ

a:+2k:7r7éi7r keC
x#iﬂ—%ﬁr keC

r#im(l-8k) keC

Przeksztalémy funkcje f(x) korzystajac z wzorow:

sinx — siny = 2sin“=%cos

2

COST — COSY = —25m‘”—;ysm
o) = Sl _ e oD) __of) snGeD BGD e n) () ()
sinr—siny 2sin( Jeos(5+7%) 2sin(5—g) cos(3+%) 2sin(5—3g) 2 8 ’

gdzie:

2sin

( )
g(I) = " 2sin( )
h(z) =tg(5 + %

ISJEYSIE
~—  ooAoo]n

Funkcja g(7) jest nieciggta w punkcie # = 7. Dla wszystkich argument6w z dziedziny

jej warto$¢ wynosi —1. Zatem z tego oraz z definicji granicy lewostronnej i prawostronne;j

funkcji wynika, ze:

me—)%—og(‘r) = limxﬁ%_o(_ 2sin

0

limxﬁgg(x) =1

) ] . 2stn(£—1)
)) =—1 A limgsmog(z) = lzmw%%+0(_2sm(§—§)) =1

oo|3|oo]3

Natomiast funkcja h(z) jest ciagta (tw. 5.4.10) w punkcie z = 7. Zatem jej granica w tym

punkcie wynosi:

limgzh(x) = h(5) = tg( 5

+5) =tg(§+§) =tg(§) = tg7 =1

Ostatecznie szukana granica funkeji f(z) wynosi:

limxﬁgf(m) = limxﬂgg(x) . limxﬁgh(aj) =—-1-1=-1

5.48.

flo) =" D= R\{1}

Przeksztalémy funkcje f(x) nastepujaco:



z—1)| rz—1 z—1) .
f(x)z't(g( B = ) - el ) = g(e) - ()], gdze:

Korzystajac z wzoru me_)Othz = 1, obliczamy granice funkcji g(x):

limg,_19(x) = lzmiﬁltg(x 11) =1

Obliczmy teraz granice funkeji h(x):
l?:mm_)l_oh<x> = limx_ﬂ_oﬁ = —00

limg_140h(z) = limg 14075 = +00

Zatem:
limg_1_of(x) = |limg_1_09(x) - limg_1_oh(z)| = |1 - (—00)| = 400
limgivof(2) = limg1y0g(z) - limg 11 0h(z)] = |1 - (+00)| = 400

Ostatecznie szukana granica w punkcie x = 1 wynosi:

limg_1 f(z) = +o00

5.49.

arctg:):

limg_
flz) =52, D= R\{0}
Korzystajac z definicji arcusa tangensa mamy:

) (1)

arctgr =a &  lga=x, ac(—F,

S

Zatem mamy f(z) = f(tga) = 7=

ga
r—0&tga—0< a—0 bozachodz (1)

«
: o ~ 1 li 1 1
lzmoﬁotg = lima—o3es = liMa—oma = zmw(t)ga =1-1
«

T lima—o

Q

A zatem szukana granica wynosi:

limg_of(z) = lima_mtg% =1



