5.50.

lim arcsin(1—2x)
T

_ arcsin(1—2x)
f2) = ==

Musi zachodzi¢:

-1<1-2x<1 A 422 —1#0

20 <2 AN 2220 A (2z-1)(2x+1)#0

AN 2c#1 N 2@ # -1

ANox#EL N T#—3

Mamy:
arcsin(l —2x) =a < sina=1—-2x A (1)

20 = 1 — sina

1—sina

r = B)

Wiec:

f(x) — f(l—sina) — Je — ] « ] — « —
2 4(1*5%)2,1 (2.1*52”u1,1)(2.1*52”“1 +1) (1—sina—1)(1—sina+1)

8] 8]

—sina-(2—sina) ~ sina(sina—2)

1 1—sino 1
rT—=gy & Ty T3
1—sina—1

stna — 0

a—kr, kel

ale poniewaz « jest wartoscia funkcji arcsin, wigc a €< —5; 7 >. Ostatecznie a — 0.

; — 1 - T 1 _ lime 0l B
lzmx—)%f(x) lzma_m sina-(sina—2) llmo‘_)O %{sina—@ lima—0 SZ;M dima—o(sina—2)
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— 1-(lima—osina—lima—02) ~ 0—-2 =~ 2

5.51.

limg, o V/1 + sinx

Poniewaz lim, sosinx = 0, lim,_,o*2* = 1 oraz limg_o(1 + sinz)snz = e, wiec:




sinT

limg_of(x) = limg_o[(1 + sznx)ﬁ]T

sinT 1

= [lim,_o(1 + sinx)ﬁ]limm_»o el — e

5.52.

limg_o(1 — 32)=
flx)=(1—3z)=

Musi zachodzié:
1-3z>0 A x#0
3r <1

T <3

Przeksztalémy funkcje f(z) nastepujaco:

fla) = (1= 30)% = (1+ (=32))* = [(1 + (=32)) 5] 3

1
x

Poniewaz lim,_0(—3x) = 0, wiec korzystajac z wzoru lim,_o(1 + x)= = e, wiec:
limg_o(1 + (—3x))%3w = e i ostatecznie:

limg o f(2) = [limgyo(1 + (=3z)) 5|3 = ¢=3

5.53.

limaso(1 + k)%
flx) = (1 +ka)=

Dla k£ = 0 mamy:

limg_of () = limg_o(1 4 0)= = lim,_,ol= =1, x#0
Dla k£ # 0 musi zachodzi¢:

14 kx>0, x#0

kx > —1

Dla n = 0 mamy:

)
x

limg_of(x) = lim,_o(1 + kx)+ = lim,_o(1 + kz)? =1, x#0

Jesli k > 01n #0, to:
kx > —1

1
x > %



oraz, korzystajac z wzoru lim, ,o(1 + x)% =e:

Jesli k < 01in #0, to:
kx > —1
T < —1

1
x

oraz, korzystajac z wzoru lim, (1 + z)z = e:
limg_of (2) = limg_o(1 4+ kx)s = lima_o(1 + (—kz))* = lim,_o[(1 + (—ka:))%kz]*"k = ¥

Zatem szukana granica wynosi:

e’ dlak >0
e ™ dlak <0
5.54.
flz) =22 dla z # =51 f(—5) = —10

Funkcja f(z) (bez dodatkowego warunku na f(—5)) jest funkcja wymierna okreslona dla
xr € R\—5 i ciagla dla wszystkich x z dziedziny. Zbadajmy czy jest ona ciagla dla x = —5:
f(=5) = =10, lim, s f(x) =

Przejsztalémy ta funkcje nastepujaco:

flo) = 558 = 255 = ) = 2 (0 - 5) = g(a) - (o)

z+5 z+5 z+5 x+5
gdzie:
glz) = 22
h(z) =2 -5

Funkcja g(x) jest funkcja wymierna ciagta dla wszystkich x 7z dziedziny i dla wszystkich tych «
przyjmuje wartos¢ 1. Z tego i z definicji granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, ze:
limg, ., 5 og(x) = lim$_>_5_oi—i§ =1 A limy, 5.09(z) = lim$_>_5+0§—1'g =1

)

lim,—,_59(x) =1

Natomiast h(z) jest funkcja liniowa ciagla dla © € R. W zwiazku z tym na podstawie definicji

ciaggtosci funkcji wynika, ze:



limg—,_sh(x) = h(=5) = =5 —5=—10
A wiec:
limg_,_5f(x) = limy_59(x) - lim,—,_sh(z) =1-(—10) = =10 = f(-5)

Czyli ostatecznie funkcja f(z) jest ciagta w calej dziedzinie.

5.55.

flx)y =222 dlax#£0i f(0)=1
Zapiszmy funkcje f(x) nastepujaco:
fla) = 22 = L. sinz = g(a) - h(a)
gdzie:

g(z) =3

h(z) = sinx

Funkcja g(z) jest funkcja wymierna a tym samym jest ciaglta w calej swojej dziedzinie:

xz € R\{0}. Podobnie funkcja h(x) jako funkcja trygonometryczna sinus jest ciagla w calej
swojej dziedzinie: z € R.

Zatem na podstawie tw. 5.4.2 o iloczynie funkcji ciagltych w punkcie = = ¢, funkcja f(x) jest

ciagla dla x € R\{0}.

Zbadajmy teraz ciagtos¢ funkcji f(z) w punkcie x = 0. Mamy:
limg0%2 =1 = f(0)

Zatem na podstawie definicji ciagtosci funkgeji, funkcja f(x) jest ciagta w punkcie x = 0.

Ostatecznie funkcja f(x) jest ciaglta w catej dziedzinie = € R.

5.56.

flx) = Sf;l‘x ,dlaz#01 f(0) =1

Na podstawie definicji modulu mamy:

sz dlg x>0

T

fx) =

sz dlg x < 0



sinT
T

Jak zostalo pokazane w zadaniu poprzednim (5.55), funkcja jest ciagla w calej dziedzinie,

wiec nasza funkcja f(x) jest takze ciagta dla x > 0.
Dla z < 0 mamy f(z) = % = —“%, czyli funkcja f(z) takze jest ciagla. Zbadajmy teraz jej

ciagtos¢ w punkcie x = 0. W tym celu obliczmy jej granice lewostronna i prawostronna

w tym punkcie:

sinx )

limx_)_()(— . sz __ _1

= —limg, =]
sinr __
= =1

Mmz—H—O
f(0)=1
Widzimy, ze lim,_, _of(z) # f(0) a tym samym funkcja dana w zadaniu jest nieciggta

w punkcie z # 0.

5.57.

flz) =243

Funkcja f(x) jest okreslona dla = € R\{0}.

Jest ona sumg wielomianu stopnia pierwszego (g(z) = z) oraz funkcji wymiernej (h(z) = 1),

ktore sa ciagte w calej dziedzinie. Zatem na podstawie tw. 5.4.1 funkcja f(z) jest ciagla

w calej dziedzinie. Natomiast w punkcie x = 0 jest ona nieokre$lona a tym samym nieciagla.

Dziedzing funkeji f(z) jest D = R\{1}.

Z definicji wartosci bezwzglednej mamy:

T

‘ff dla x > 1

flz) = j‘

3
r~—x
o dlax <1

Zarowno dla x > 1 jak i dla < 1 mamy do czynienia z funkcja wymierng, ktora w calej

dziedzinie jest ciagta. Zatem funkcja f(x) jest ciagla dla = # 1. Natomiast w punkcie

x = 1 jest ona nieokreslona i nieciagla.



Dziedzina funkcji f(x) jest caly zbior liczb rzeczywistych: D = R.
Zapiszmy funkcje f(x) nastepujaco:

f(x) =z — [z] = g(x) — h(z), gdzie:

Funkcja g(x) jako wielomian pierwszego stopnia jest ciagla w calej dziedzinie. Natomiast
funkcja h(x) zgodnie z twierdzeniem 5.4.14 jest nieciagla dla x catkowitych oraz ciagta
dla z pozostatych.

Zatem zgodnie z twierdzeniem 5.4.1 o ciaglosci funkeji ciagtych, funkcja f(x) jest ciagla
dlaze R N x#k, keC.

Natomiast dla z = k, k € C' mamy:

limg_skrof(x) = limgpr0r — limgpqolz] =k — k=0

oraz

limg_g—of(x) = limy_g_ox — limy_olz] =k —(k—1) =1

Widzimy, ze

limg ko f(2) # limek—of ()

A wiec w punktach bedacych liczbami catkowitymi funkcja f(z) jest nieciagta.

5.60.

f(x) = [a] + [—a]

Dziedzing funkeji f(x) jest caly zbior liczb rzeczywistych: D = R.
Zauwazmy, ze dla € R\C mamy:

f(x) = [z] + [-2] = [k, 1] + [k, ], gdzie:

k - cze$¢ catkowita

[ - czes¢ utamkowa

Dla k£ > 0 mamy:

f@)=k+(—(k+1)=k+(-k—-1)=-1



Dla k£ < 0 mamy:
fla)=(k=1)+(=k) = -1
Natomiast dla z € C' mamy:

f@) = [z]+[-a] =2+ (-2) =0

Zatem funkcja f(z) jest ciagta dla z € R\C oraz nieciagta dla x € C.



