
5.50.

limx→ 1
2

arcsin(1−2x)
4x2−1

f(x) = arcsin(1−2x)
4x2−1

Musi zachodzi¢:

−1 6 1− 2x 6 1 ∧ 4x2 − 1 6= 0

2x 6 2 ∧ 2x > 0 ∧ (2x− 1)(2x+ 1) 6= 0

x 6 1 ∧ x > 0 ∧ 2x 6= 1 ∧ 2x 6= −1

x 6 1 ∧ x > 0 ∧ x 6= 1
2

∧ x 6= −1
2

x ∈< 0; 1
2
) ∪ (1

2
; 1 > (1)

Mamy:

arcsin(1− 2x) = α⇔ sinα = 1− 2x ∧ (1)

2x = 1− sinα

x = 1−sinα
2

Wi¦c:

f(x) = f(1−sinα
2

) = α
4( 1−sinα

2
)2−1 = α

(2· 1−sinα
2
−1)(2· 1−sinα

2
+1)

= α
(1−sinα−1)(1−sinα+1)

=

= α
−sinα·(2−sinα) =

α
sinα(sinα−2)

x→ 1
2
⇔ 1−sinα

2
→ 1

2

1− sinα→ 1

sinα→ 0

α→ kπ, k ∈ C

ale poniewa» α jest warto±ci¡ funkcji arcsin, wi¦c α ∈< −π
2
; π
2
>. Ostatecznie α→ 0.

limx→ 1
2
f(x) = limα→0

α
sinα·(sinα−2) = limα→0

1
sinα
α
·(sinα−2) =

limα→01
limα→0

sinα
α
·limα→0(sinα−2)

=

= 1
1·(limα→0sinα−limα→02)

= 1
0−2 = −1

2

5.51.

limx→0
x
√
1 + sinx

f(x) = x
√
1 + sinx = (1 + sinx)

1
x = [(1 + sinx)

1
sinx ]

sinx
x

Poniewa» limx→0sinx = 0, limx→0
sinx
x

= 1 oraz limx→0(1 + sinx)
1

sinx = e, wi¦c:
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limx→0f(x) = limx→0[(1 + sinx)
1

sinx ]
sinx
x = [limx→0(1 + sinx)

1
sinx ]limx→0

sinx
x = e1 = e

5.52.

limx→0(1− 3x)
1
x

f(x) = (1− 3x)
1
x

Musi zachodzi¢:

1− 3x > 0 ∧ x 6= 0

3x < 1

x < 1
3

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = (1− 3x)
1
x = (1 + (−3x)) 1

x = [(1 + (−3x))
1
−3x ]−3

Poniewa» limx→0(−3x) = 0, wi¦c korzystaj¡c z wzoru limx→0(1 + x)
1
x = e, wi¦c:

limx→0(1 + (−3x))
1
−3x = e i ostatecznie:

limx→0f(x) = [limx→0(1 + (−3x))
1
−3x ]−3 = e−3

5.53.

limx→0(1 + kx)
n
x

f(x) = (1 + kx)
n
x

Dla k = 0 mamy:

limx→0f(x) = limx→0(1 + 0)
n
x = limx→01

n
x = 1, x 6= 0

Dla k 6= 0 musi zachodzi¢:

1 + kx > 0, x 6= 0

kx > −1

Dla n = 0 mamy:

limx→0f(x) = limx→0(1 + kx)
0
x = limx→0(1 + kx)0 = 1, x 6= 0

Je±li k > 0 i n 6= 0, to:

kx > −1

x > − 1
k
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oraz, korzystaj¡c z wzoru limx→0(1 + x)
1
x = e:

limx→0f(x) = limx→0[(1 + kx)
1
kx ]nk = enk

Je±li k < 0 i n 6= 0, to:

kx > −1

x < − 1
k

oraz, korzystaj¡c z wzoru limx→0(1 + x)
1
x = e:

limx→0f(x) = limx→0(1 + kx)
n
x = limx→0(1 + (−kx))nx = limx→0[(1 + (−kx))

1
−kx ]−nk = e−nk

Zatem szukana granica wynosi:

limx→0f(x) =


enk dla k > 0

e−nk dla k < 0

5.54.

f(x) = x2−25
x+5

dla x 6= −5 i f(−5) = −10

Funkcja f(x) (bez dodatkowego warunku na f(−5)) jest funkcj¡ wymiern¡ okre±lon¡ dla

x ∈ R\−5 i ci¡gªa dla wszystkich x z dziedziny. Zbadajmy czy jest ona ci¡gªa dla x = −5:

f(−5) = −10, limx→−5f(x) =?

Przejsztaª¢my t¡ funkcj¦ nast¦puj¡co:

f(x) = x2−25
x+5

= x2−52
x+5

= (x−5)(x+5)
x+5

= x+5
x+5
· (x− 5) = g(x) · h(x)

gdzie:

g(x) = x+5
x+5

h(x) = x− 5

Funkcja g(x) jest funkcj¡ wymiern¡ ci¡gª¡ dla wszystkich x z dziedziny i dla wszystkich tych x

przyjmuje warto±¢ 1. Z tego i z de�nicji granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, »e:

limx→−5−0g(x) = limx→−5−0
x+5
x+5

= 1 ∧ limx→−5+0g(x) = limx→−5+0
x+5
x+5

= 1

m

limx→−5g(x) = 1

Natomiast h(x) jest funkcj¡ liniow¡ ci¡gª¡ dla x ∈ R. W zwi¡zku z tym na podstawie de�nicji

ci¡gªo±ci funkcji wynika, »e:
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limx→−5h(x) = h(−5) = −5− 5 = −10

A wi¦c:

limx→−5f(x) = limx→−5g(x) · limx→−5h(x) = 1 · (−10) = −10 = f(−5)

Czyli ostatecznie funkcja f(x) jest ci¡gªa w caªej dziedzinie.

5.55.

f(x) = sinx
x

, dla x 6= 0 i f(0) = 1

Zapiszmy funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = sinx
x

= 1
x
· sinx = g(x) · h(x)

gdzie:

g(x) = 1
x

h(x) = sinx

Funkcja g(x) jest funkcj¡ wymiern¡ a tym samym jest ci¡gªa w caªej swojej dziedzinie:

x ∈ R\{0}. Podobnie funkcja h(x) jako funkcja trygonometryczna sinus jest ci¡gªa w caªej

swojej dziedzinie: x ∈ R.

Zatem na podstawie tw. 5.4.2 o iloczynie funkcji ci¡gªych w punkcie x = c, funkcja f(x) jest

ci¡gªa dla x ∈ R\{0}.

Zbadajmy teraz ci¡gªo±¢ funkcji f(x) w punkcie x = 0. Mamy:

limx→0
sinx
x

= 1 = f(0)

Zatem na podstawie de�nicji ci¡gªo±ci funkcji, funkcja f(x) jest ci¡gªa w punkcie x = 0.

Ostatecznie funkcja f(x) jest ci¡gªa w caªej dziedzinie x ∈ R.

5.56.

f(x) = sinx
|x| , dla x 6= 0 i f(0) = 1

Na podstawie de�nicji moduªu mamy:

f(x) =


sinx
x

dla x > 0

sinx
−x dla x < 0
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Jak zostaªo pokazane w zadaniu poprzednim (5.55), funkcja sinx
x

jest ci¡gªa w caªej dziedzinie,

wi¦c nasza funkcja f(x) jest tak»e ci¡gªa dla x > 0.

Dla x < 0 mamy f(x) = sinx
−x = − sinx

x
, czyli funkcja f(x) tak»e jest ci¡gªa. Zbadajmy teraz jej

ci¡gªo±¢ w punkcie x = 0. W tym celu obliczmy jej granic¦ lewostronn¡ i prawostronn¡

w tym punkcie:

limx→−0(− sinx
x
) = −limx→−0

sinx
x

= −1

limx→+0
sinx
x

= 1

f(0) = 1

Widzimy, »e limx→−0f(x) 6= f(0) a tym samym funkcja dana w zadaniu jest nieci¡gªa

w punkcie x 6= 0.

5.57.

f(x) = x+ 1
x

Funkcja f(x) jest okre±lona dla x ∈ R\{0}.

Jest ona sum¡ wielomianu stopnia pierwszego (g(x) = x) oraz funkcji wymiernej (h(x) = 1
x
),

które s¡ ci¡gªe w caªej dziedzinie. Zatem na podstawie tw. 5.4.1 funkcja f(x) jest ci¡gªa

w caªej dziedzinie. Natomiast w punkcie x = 0 jest ona nieokre±lona a tym samym nieci¡gªa.

5.58.

f(x) = x2−x3
|x−1|

Dziedzin¡ funkcji f(x) jest D = R\{1}.

Z de�nicji warto±ci bezwzgl¦dnej mamy:

f(x) =


x2−x3
x−1 dla x > 1

x2−x3
−x+1

dla x < 1

Zarówno dla x > 1 jak i dla x < 1 mamy do czynienia z funkcj¡ wymiern¡, która w caªej

dziedzinie jest ci¡gªa. Zatem funkcja f(x) jest ci¡gªa dla x 6= 1. Natomiast w punkcie

x = 1 jest ona nieokre±lona i nieci¡gªa.
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5.59.

f(x) = x− [x]

Dziedzin¡ funkcji f(x) jest caªy zbiór liczb rzeczywistych: D = R.

Zapiszmy funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = x− [x] = g(x)− h(x), gdzie:

g(x) = x

h(x) = [x]

Funkcja g(x) jako wielomian pierwszego stopnia jest ci¡gªa w caªej dziedzinie. Natomiast

funkcja h(x) zgodnie z twierdzeniem 5.4.14 jest nieci¡gªa dla x caªkowitych oraz ci¡gªa

dla x pozostaªych.

Zatem zgodnie z twierdzeniem 5.4.1 o ci¡gªo±ci funkcji ci¡gªych, funkcja f(x) jest ci¡gªa

dla x ∈ R ∧ x 6= k, k ∈ C.

Natomiast dla x = k, k ∈ C mamy:

limx→k+0f(x) = limx→k+0x− limx→k+0[x] = k − k = 0

oraz

limx→k−0f(x) = limx→k−0x− limx→k−0[x] = k − (k − 1) = 1

Widzimy, »e

limx→k+0f(x) 6= limx→k−0f(x)

A wi¦c w punktach b¦d¡cych liczbami caªkowitymi funkcja f(x) jest nieci¡gªa.

5.60.

f(x) = [x] + [−x]

Dziedzin¡ funkcji f(x) jest caªy zbiór liczb rzeczywistych: D = R.

Zauwa»my, »e dla x ∈ R\C mamy:

f(x) = [x] + [−x] = [k, l] + [−k, l], gdzie:

k - cz¦±¢ caªkowita

l - cz¦±¢ uªamkowa

Dla k > 0 mamy:

f(x) = k + (−(k + 1)) = k + (−k − 1) = −1
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Dla k < 0 mamy:

f(x) = (k − 1) + (−k) = −1

Natomiast dla x ∈ C mamy:

f(x) = [x] + [−x] = x+ (−x) = 0

Zatem funkcja f(x) jest ci¡gªa dla x ∈ R\C oraz nieci¡gªa dla x ∈ C.
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