
5.61.

f(x) =
√
1+x−1
x

f(0) =?

Musi zachodzi¢:

1 + x > 0 x 6= 0

x > −1 x 6= 0

Czyli: D =< −1; 0) ∪ (0;∞)

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) =
√
1+x−1
x

= (
√
1+x−1)(

√
1+x+1)

x(
√
1+x+1)

=
√
1+x

2−12
x(
√
1+x+1)

= 1+x−1
x(
√
1+x+1)

= x
x(
√
1+x+1)

= 1√
1+x+1

Obliczmy teraz granice lewostronn¡ i prawostronn¡ powy»szej funkcji w punkcie x = 0:

limx→−0f(x) = limx→−0
1√

1+x+1
= limx→−01

limx→−0
√
1+x+limx→−01

= 1√
1+0+1

= 1
1+1

= 1
2

limx→+0f(x) = limx→+0
1√

1+x+1
= limx→+01

limx→+0
√
1+x+limx→+01

= 1√
1+0+1

= 1
1+1

= 1
2

Zatem funkcja f(x) b¦dzie ci¡gªa w punkcie x = 0, gdy przyjmie ona w tym punkcie

warto±¢ f(0) = 1
2
.

5.62.

f(x) = xsinπ
x
, f(0) =?

D = R\{0}

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = xsinπ
x
= x · π

x
· sin

π
x

π
x

= π · sin
π
x

π
x

Obliczmy teraz granic¦:

limx→0f(x) = limx→0(π ·
sinπ

x
π
x

) = π · limx→0
sinπ

x
π
x

Gdy x→ +0, to π
x
→ +∞

Gdy x→ −0, to π
x
→ −∞

W zadaniu 5.39 pokazali±my, »e limx→∞
sinx
x

= 0.

Podobnie mo»na pokaza¢, »e limx→−∞
sinx
x

= 0.

Zatem:

limx→0f(x) = π · limx→0
sinπ

x
π
x

= π · 0 = 0

�eby wi¦c funkcja f(x) byªa ci¡gªa w punkcie x = 0 musi by¢ f(0) = 0.
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5.63.

f(x) = sin2x
1−cosx , f(0) =?

Musi zachodzi¢:

1− cosx 6= 0

cosx 6= 1

x 6= 2kπ, k ∈ C

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) korzystaj¡c z wzorów:

sin2x = 1− cos2x oraz a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

f(x) = sin2x
1−cosx = 1−cos2x

1−cosx = (1−cosx)(1+cosx)
1−cosx = 1−cosx

1−cosx · (1 + cosx) = g(x) · h(x), gdzie:

g(x) = 1−cosx
1−cosx

h(x) = 1 + cosx

Mamy:

limx→0g(x) = limx→0
1−cosx
1−cosx = 1

limx→0h(x) = limx→0(1 + cosx) = 1 + 1 = 2

A wi¦c:

limx→0f(x) = limx→0g(x) · limx→0h(x) = 1 · 2 = 2

�eby wi¦c funkcja f(x) byªa ci¡gªa w punkcie x = 0, musi by¢ f(0) = 2.

5.64.

f(x) = x
a
· [ b
x
], x = 0

D = R\{0}

Zauwa»my, »e:

0 6 b
x
− [ b

x
] < 1

Dla a > 0 oraz x→ +0, mamy:

0 6 b
x
− [ b

x
] < 1 / · x

a

x
a
· 0 6 x

a
· b
x
− x

a
· [ b
x
] < x

a
· 1

0 6 b
a
− x

a
· [ b
x
] < x

a

Ale limx→+00 = 0 oraz limx→+0
x
a
= 0, wi¦c (na podstawie tw. o 3 ci¡gach):

limx→+0(
b
a
− x

a
· [ b
x
]) = 0
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limx→+0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

Dla a < 0 oraz x→ +0 mamy:

0 6 b
x
− [ b

x
] < 1 / · x

a

x
a
· 0 > x

a
· b
x
− x

a
· [ b
x
] > x

a
· 1

0 > b
a
− x

a
· [ b
x
] > x

a

Ale limx→+00 = 0 oraz limx→+0
x
a
= 0, wi¦c (na podstawie tw. o 3 ci¡gach):

limx→+0(
b
a
− x

a
· [ b
x
]) = 0

limx→+0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

Dla a > 0 oraz x→ −0, mamy:

0 6 b
x
− [ b

x
] < 1 / · x

a

x
a
· 0 > x

a
· b
x
− x

a
· [ b
x
] > x

a
· 1

0 > b
a
− x

a
· [ b
x
] > x

a

Ale limx→−00 = 0 oraz limx→−0
x
a
= 0, wi¦c (na podstawie tw. o 3 ci¡gach):

limx→−0(
b
a
− x

a
· [ b
x
]) = 0

limx→−0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

Dla a < 0 oraz x→ −0 mamy:

0 6 b
x
− [ b

x
] < 1 / · x

a

x
a
· 0 6 x

a
· b
x
− x

a
· [ b
x
] < x

a
· 1

0 6 b
a
− x

a
· [ b
x
] < x

a

Ale limx→−00 = 0 oraz limx→−0
x
a
= 0, wi¦c (na podstawie tw. o 3 ci¡gach):

limx→−0(
b
a
− x

a
· [ b
x
]) = 0

limx→−0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

Czyli po uwzgl¦dnieniu wszystkich powy»szych przypadków zachodzi:

limx→−0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

limx→+0(
x
a
· [ b
x
]) = b

a

5.65.

f(x) = b
x
· [x
a
], x = 0
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D = R\{0}

Dla b = 0 mamy b
x
= 0⇒ b

x
· [x
a
] = 0 · [x

a
] = 0⇒ limx→+0f(x) = limx→−0f(x) = 0

Dla a > 0 i x→ +0, mamy:

[x
a
] = 0 bo x

a
∈ (0; 1)

⇓
b
x
· [x
a
] = b

x
· 0 = 0

⇓

limx→+0f(x) = 0

Dla a < 0 i x→ +0, mamy:

[x
a
] = −1 bo x

a
∈ (−1; 0)

Dla b > 0 mamy: b
x
→ +∞, wi¦c:

limx→+0f(x) = limx→+0
b
x
· limx→+0[

x
a
] = +∞ · (−1) = −∞

Dla b < 0 mamy: b
x
→ −∞, wi¦c:

limx→+0f(x) = limx→+0
b
x
· limx→+0[

x
a
] = −∞ · (−1) = +∞

Dla a > 0 i x→ −0, mamy:

[x
a
] = −1 bo x

a
∈ (−1; 0)

Dla b > 0 mamy: b
x
→ −∞, wi¦c:

limx→−0f(x) = limx→−0
b
x
· limx→−0[

x
a
] = −∞ · (−1) = +∞

Dla b < 0 mamy: b
x
→ +∞, wi¦c:

limx→−0f(x) = limx→−0
b
x
· limx→−0[

x
a
] = +∞ · (−1) = −∞

Dla a < 0 i x→ −0, mamy:

[x
a
] = 0 bo x

a
∈ (0; 1), wi¦c:

f(x) = b
x
· [x
a
] = b

x
· 0 = 0 = limx→−0f(x) = limx→+0f(x)

5.66.

f(x) = e
1
x−1
e
1
x+1

, x = 0

D = R\{0}
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Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = e
1
x−1
e
1
x+1

= e
1
x+1−2
e
1
x+1

= e
1
x+1

e
1
x+1
− 2

e
1
x+1

= g(x)− h(x)

gdzie:

g(x) = e
1
x+1

e
1
x+1

h(x) = 2

e
1
x+1

W zadaniu 5.12 pokazano, »e:

limx→+0e
1
x = +∞ oraz limx→−0e

1
x = 0 (1)

Funkcja g(x) dla ka»dego x ∈ D przyjmuje warto±¢ 1. Zatem z tego oraz z de�nicji

granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, »e:

limx→−0g(x) = 1 oraz limx→+0g(x) = 1

Natomiast z (1) wynika, »e:

limx→−0h(x) =
limx→−02

limx→−0e
1
x+limx→−01

= 2
0+1

= 2

limx→+0h(x) =
limx→+02

limx→+0e
1
x+limx→+01

= 2
+∞+1

= 2
+∞ = 0

Zatem:

limx→−0f(x) = limx→−0g(x)− limx→−0h(x) = 1− 2 = −1

oraz

limx→+0f(x) = limx→+0g(x)− limx→+0h(x) = 1− 0 = 1

5.67.

f(x) = e
1

1−x3 , x = 1

D = R\{1}

1
1−x3 = 1

(1−x)(1+x+x2)

limx→1−0
1

(1−x)(1+x+x2) =
limx→1−01

limx→1−0(1−x)·limx→1−0(1+x+x2)
= 1

3
· (+∞) = +∞

limx→1+0
1

(1−x)(1+x+x2) =
limx→1+01

limx→1+0(1−x)·limx→1+0(1+x+x2)
= 1

3
· (−∞) = −∞

Opieraj¡c si¦ na wzorach 5.4.18 otrzymujemy:

limx→1−0e
1

1−x3 = +∞ limx→1+0e
1

1−x3 = 0

5.68.

f(x) = x · e 1
x , x = 0
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D = R\{0}

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = x · e 1
x = e

1
x
1
x

Podstawmy teraz u = 1
x
:

g(u) = eu

u

Gdy x→ +0, to u→ +∞ i wtedy:

limx→+0f(x) = limu→+∞g(u) = limu→+∞
eu

u

Zauwa»my teraz, »e:

eu > u2 / : u

eu

u
> u2

u

eu

u
> u

Ale limu→+∞u = +∞, wi¦c na mocy kryterium porównawczego:

limu→+∞
eu

u
= +∞ = limx→+0f(x)

Podobnie gdy x→ −0, to u→ −∞ i wtedy:

limx→−0f(x) = limu→−∞g(u) = limu→−∞
eu

u

ale

limu→−∞
eu

u
= limu→−∞eu

limu→−∞u
= (na podstawiewzoru 5.4.18) = 0

−∞ = 0

5.69.

f(x) = x

2x+e
1

x−1
, x = 1

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = x

2x+e
1

x−1
= 1

2+ e
1

x−1

x

Gdy x→ 1− 0, to 1
x−1 → −∞ i e

1
x−1 → 0 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

limx→1−0f(x) =
limx→1−01

limx→1−02+
limx→1−0e

1
x−1

limx→1−0x

= 1
2+ 0

1

= 1
2

Gdy x→ 1 + 0, to 1
x−1 → +∞ i e

1
x−1 → +∞ (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:
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limx→1+0f(x) =
limx→1+01

limx→1+02+
limx→1+0e

1
x−1

limx→1+0x

= 1
2++∞

1

= 1
+∞ = 0

5.70.

f(x) = x

1+e
1
x
, x = 0

Przeksztaª¢my funkcj¦ f(x) nast¦puj¡co:

f(x) = x

1+e
1
x
= 1

1
x
+ e

1
x
x

= 1
1
x
(1+e

1
x )

Gdy x→ −0, to 1
x
→ −∞ i e

1
x → 0 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

limx→−0f(x) =
limx→−01

limx→−0
1
x
·(limx→−01+limx→−0e

1
x )

= 1
−∞·(1+0)

= 1
−∞ = 0

Gdy x→ +0, to 1
x
→ +∞ i e

1
x → +∞ (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

limx→+0f(x) =
limx→+01

limx→+0
1
x
·(limx→+01+limx→+0e

1
x )

= 1
+∞·(1+(+∞))

= 1
+∞ = 0

Czyli zarówno granica lewostronna jak i prawostronna funkcji f(x) w punkcie x = 0 wynosi 0,

ale nie jest ciagªa w tym punkcie, gdy» x = 0 nie nale»y do dziedziny tej funkcji.

5.71.

f(x) = 2
1

x−a , w punkcie x = a

D = R\{a}

Dla a > 0:

Gdy x→ a+ 0, to 1
x−a → +∞ a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limx→a+0f(x) = limx→a+02
1

x−a = +∞

Gdy x→ a− 0, to 1
x−a → −∞ a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limx→a−0f(x) = limx→a−02
1

x−a = 0

Dla a = 0 f(x) = 2
1
x :

Gdy x→ +0, to 1
x
→ +∞ a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limx→+0f(x) = limx→+02
1
x = +∞

Gdy x→ −0, to 1
x
→ −∞ a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:
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limx→−0f(x) = limx→−02
1
x = 0

Dla a < 0:

Gdy x→ a+ 0, to 1
x−a → +∞ i granica prawostronna funkcji f(x) podobnie jak w poprzednich

przypadkach wynosi +∞.

Gdy x→ a− 0, to 1
x−a → −∞ i granica lewostronna funkcji f(x) podobnie jak w poprzednich

przypadkach wynosi 0.

Zatem dla dowolnego a granica lewostronna funkcji f(x) w punkcie x = a wynosi 0 a granica

prawostronna w tym punkcie wynosi +∞.
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