5.61.

fla) = ¥ f(0) =?
Musi zachodzié:

14+42>0 x#0

x> —1 x#0
Czyli: D =< —1;0) U (0; 00)

Przeksztalémy funkcje f(x) nastepujaco:

flz) = Vite-1 _ (VIFe-)(/TFz+1) _ JTdz2—12 _ 14g-1 T _ 1
- x o z(v/1+z+1) T z2(V1+r+1)  z(VI+z+l) T z(VI+a+l) T VI+z+l

Obliczmy teraz granice lewostronng i prawostronna powyzszej funkcji w punkcie x = 0:

limg— ol 1 1

. o . 1
limas—of () = lima——o VItz+l — limeo—ovVItat+ime—_ol ~ VIH0+1 ~ 141

limg 40l 1 1

. . . 1
Lm0 (%) = lime 40 75737 = oV Trs e el = VIT0TT = 141

N[—= N

Zatem funkcja f(x) bedzie ciagta w punkcie z = 0, gdy przyjmie ona w tym punkcie

wartosé f(0) = 3.

5.62.

f(z) = xsinT, £(0) =2

D = R\{0}

Przeksztal¢my funkcje f(z) nastepujaco:
f(Q?):xsing:x.g_Sig% :ﬂ_'sigg

Obliczmy teraz granice:

in T

sin=™
o

l2m$_>()f(l') = limz—>0(ﬂ- T ) =TT~ llma:—>0 Szzx
x x

Gdy © — 40, to = — +00

Gdy x — —0, to

SHE]

— —00

W zadaniu 5.39 pokazaliSmy, ze (im0 Si;”” = 0.

sinx __ 0

Podobnie mozna pokazac, ze limg .,

Zatem:
limg_of(z) =7 - limzﬁgﬁ =7-0=0

Zeby wiec funkcja f(z) byla ciagla w punkcie 2 = 0 musi byé¢ f(0) = 0.



5.63.

2

flz) = 205, f(0) =7

Musi zachodzié:

1 —cosx #0

cosx # 1

x # 2k, keC

Przeksztalémy funkcje f(x) korzystajac z wzorow:
sinr =1—cos’z oraz a*—b*= (a—0b)(a+Db)

2 2

f(ZL“) _ _sin?z __ l-cos’x __ (1—cosz)(1+cosz) __ 1—cosz (1 + COSZL“) - g(x) . h($)7 gdzie:

1—cosx 1—cosx 1—cosx 1—cosx

1—cosx

g(l’) = 1—cosx
h(x) =1+ cosx

Mamy:

1—cosx =1

limg_09(x) = limg_ o1

limg_oh(x) = limy_o(1 + cosx) =1+ 1=2
A wiec:
limg_of(z) = limg_og(x) - limg_oh(x) =1-2=2

Zeby wiec funkcja f(z) byla ciagla w punkcie 2 = 0, musi by¢ f(0) = 2.

5.64.
fla) =214, =0
D = R\{0}

Zauwazmy, ze:
0<2-[Y<1

Dla a > 0 oraz x — +0, mamy:

Ale limg_, 100 = 0 oraz lim,_, 0% = 0, wigc (na podstawie tw. o 3 ciggach):

lima o — 2 - [2]) = 0



limg_yqo(%-[2]) =2

Dla a < 0 oraz x — +0 mamy:

<t <1 /-2

z.ogz.é_ﬁ.[é]<§.1

limq—o(2 - [2]) =

b
me—H—O(% : [%D = S



D = R\{0}

Dla b =0 mamy 2 =0=

8] o

(2 =0-[2] = 0= limgyof (2) = limg,_of () = 0
Dlaa>01ix — 40, mamy:

[£] =0 bo £ € (0;1)

\

8 |o
S8
I
] |o
]
I
o

lzmmHJrOf(x) =0

Dla a <01z — 40, mamy:
(2] = —1bo Z € (—1;0)
Dla b > 0 mamy: % — 400, wiec:
limg_1of (z) = lz’mgHJro% limg_ 0[] = +o0 - (—1) = —o0
Dla b < 0 mamy: g — —00, wiec:

limg_rof () = limg_y 402 - limg_4o[%] = —00 - (—1) = +o0

Dlaa>01ix — —0, mamy:
(%] = =1 bo Z € (—1;0)
Dla b > 0 mamy: g — —00, wiec:
limg, of(x) = limzﬁ,og -limg_,_o[%] = —00 - (—1) = 400
Dla b < 0 mamy: g — 400, wiec:

limg_,_of (z) = limgc_)_og -limg__o[%] = +o0 - (=1) = —oc0

Dlaa <01ix — —0, mamy:

5.66.

1
=g e
D = R\{0}



Przeksztalémy funkcje f(x) nastepujaco:
Py
1 1 1
_ex—1 _ ex41-2 _ ex 41 2 — o
fla) = eT+1  ef+l e+l es+l 9(x) = h(z)
gdzie:
1
_ ex+1
g(l‘) - e%-i—l
_ 2
h(SU) o e%—i—l

W zadaniu 5.12 pokazano, ze:

limm_>+oe% = 400 oraz lim,_,_gex =0 (1)

Funkcja g(x) dla kazdego « € D przyjmuje wartos¢ 1. Zatem z tego oraz z definicji
granicy lewostronnej i prawostronnej wynika, ze:

limg,_og(z) =1 oraz limg,_ og9(z) =1

Natomiast z (1) wynika, ze:

limg 02 2 — 2

lim,_, oh(x) =

T = -
limg—_ge® +limg ol 0+1
. lim, 2 2 2
lim oh(x) = Tl = == =90
T—>—+ ( ) limg— 10T +limg— 1ol +oo+1 +o0
Zatem:

limg_, _of(x) = limy, og(x) — limy, oh(x)=1—-2=—1
oraz

limg_of(x) = limy_09(x) — limg_oh(x) =1—-0=1

5.67.
1
f(z) = e+, r=1
D = R\{1}
1 1
1-z3 = (1—z)(14+z+x?)
: 1 _ limg—1-01 _ 1, —
hmx%lfo(lfx)(wﬁa:?) T limes1o(1—a)limg 1 _o(l+a+a?) ~ 3 (+00) = +o0
. 1 _ limg 1401 _ 1. (_ _
lzmx_>1+o (I—z)(1+z+22) ~ limgsit4o(l—z)-limg_i1yo(l+x+22) — 3 ( OO) =

Opierajac sie na wzorach 5.4.18 otrzymujemy:

1 1
l/”naealfoem = +00 limxﬁHoem =0
5.68.
f($) =T 6%, x=0



D = R\{0}

Przeksztalémy funkcje f(z) nastepujaco:

fla)=a-et =
1.

Podstawmy teraz u = :

o
81— 8l

el

g(u) =<
Gdy = — 40, to u — 400 i wtedy:

limgy_iof(x) = limy_i00g(u) = limuﬁﬂo%
Zauwazmy teraz, ze:

e >ur  /:iu

IS |G>:
2|5

>

S

S >u
u
Ale limy,_ 1 oot = +00, wiec na mocy kryterium poréwnawczego:

limu_>+oo% = +oo0 = limg_10f(7)

Podobnie gdy z — —0, to u — —o0 i wtedy:

el

ale
limu%,oo% = % = (na podstawie wzoru 5.4.18) = % =0
5.69.

2z+ex—1

Przeksztalémy funkcje f(x) nastepujaco:
fla)=—r=—4

2x+exr—1 z—1
2+€T

Gdyz =+ 1—-0,to - — —c0'i emT — 0 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

r—1

. o limg—1-01 _ 1
limg 1 -of () = = T =5
limg_y1_ge®—1

limg 41 0%
1

Gdy r — 140, to ﬁ — 400 ies1 — 400 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

1
2

=[O

limg—1-02+



, limag 51401 1 1
limg110f(7) = ' = li;ZiHOEﬁ T i® T Yoo 0
llmm—>1+02+m
5.70.
_ =z _
f(l‘) - 1+e%7 x 0
Przeksztalémy funkcje f(x) nastepujaco:
— T _ 1 _ 1
fla) = lte¥ 1, ex  L(l4en)
Gdy x — —0, to % — —c0ier =0 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:
. limg ol
lme—)—Of(x> = S I 7oo-§1+o> - % =0

limzﬁfo%-(limzﬁfol—klimzﬁ,gei)

Gdy = — 40, to % — +ooier — +00 (na podstawie wzoru 5.4.18), zatem:

limg—s401 1 _ 1 — 0

T Foo(I+(+o0)) — Hoo

l’me_H_of(fE) = 7 1 . . I
limg— 40 ;'(llm_—l;%#»() 1+limg—s40ex)

Czyli zaréwno granica lewostronna jak i prawostronna funkeji f(x) w punkcie z = 0 wynosi 0,

ale nie jest ciagla w tym punkcie, gdyz x = 0 nie nalezy do dziedziny tej funkcji.

5.71.
flz) = Qﬁ, w punkcie z = a

D = R\{a}

Dla a > 0:
Gdy r - a+0, to x—ia — 400 a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limx%aJrOf(w) = limz%a+02ria = +00

Gdy r —a—0, to x—ia — —o00 a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limassa—of () = limy_a_o272 = 0

Dla a =0 f(z) = 25
Gdy x — 40, to % — 400 a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:

limg_yof(z) = limxﬁwﬁ = +00

Gdy =z — —0, to % — —o00 a zatem na podstawie wzoru 5.4.18 mamy:



limgs—of () = limy_y_o27 =0

Dla a < 0:
Gdy z - a+0, to ﬁ — +00 i granica prawostronna funkcji f(z) podobnie jak w poprzednich

przypadkach wynosi +oo.

Gdy x — a—0, to x—ia — —oo 1 granica lewostronna funkcji f(x) podobnie jak w poprzednich

przypadkach wynosi 0.

Zatem dla dowolnego a granica lewostronna funkcji f(z) w punkcie x = a wynosi 0 a granica

prawostronna w tym punkcie wynosi +oc.



