1
fz) =3+ w punkcie z = 0

Dla z — —0 mamy (na podstawie zadania 5.4 praz wzoru 5.4.18):

1 1
% — —00, 2z — 0, 3= — 0, zatem:

1
. limg_—_02% +limg_y_03
llmxﬁfof($) _ bmeo o2z +limg— 03 _ 043 _ 3

1
limg—s 037 +limg—_o2  0T2 2

Znajdzmy teraz granice prawostronng w punkcie x = 0. W tym celu przeksztalémy funkcje f(x)

nastepujaco:
1
2T 3 3
f(ZL‘) — 2;-}—3 — QE 2w __ lzz
3% 42 2%4_2% (%)w—&-ﬁ
Dla z — +0 mamy (na podstawie zadania 5.4 praz wzoru 5.4.18):

1 1 3\ .
= = 400, 2= — +00, (3)* — +00, zatem:

143 limHMHM s
l'lm 10 2% — limg_, 4027 _ 1++oo 140 __ 1 __ O
T— 3 1 - 3L Ii 2 2 - -
(%)IJFL lzmm_,+o(%)z+% +oo+ 55 +oo +00

1
27 limg_, 02T

A wiec ostatecznie granica prawostronna w punkcie x = 0 wynosi 0 natomiast granica

lewostronna %

5.73.
x-sin% dla —oco<x<0

flz) = w punkcie z =0
sz’n% dla 0 <z < 400

D = R\{0}

Dla  — —0 mamy:
f(x) =z sint

oraz:

—x>x~sin%2x

Ale —z — 0 oraz z — 0, wiec na podstawie twierdzenia o trzech ciagach lim, , o(x - sm%) =0

Dla x — 40 mamy:
f(x) = sint oraz + — +o0

Ale wraz ze wzrostem % do +oo funkcja sinus zmienia sie okresowo i w sposoéb ciaggly w przedziale



< —1;1 >, wiec granica prawostronna funkcji f(x) w punkcie x = 0 nie istnieje.

Ostatecznie granica lewostronna funkcji f(x) w punkcie x = 0 wynosi 0, natomiast granica

prawostronna tej funkcji w punkcie x = 0 nie istnieje.

5.74.
flz) = \/Ix_l w punkcie z =0
D = R\{0}

Przeksztalémy te funkcje nastepujaco:

x — x x

f(x) = \/|sznm| - \/\sznxa = |57,nz \/lsznxl

Dla x — 40 mamy |z| = z, |sinz| = sinz, zatem

_ _ EE G
|.s‘z;1|1\ s'm,z \/mf \/E\/E %

_ _limg \f _ 0 _ 1) — 0 _
limg_ s of(x) = ligi:&"/@ = = =(korzystajac z wzoru lim, o> ST — 1) = 7 =0
Dla ¢ — —0 mamy |z| = —z, |sinz| = —sinz, zatem

\/|sznr\ \/7sznz \/m \/7 \/E
. _ limg—— 0\/—7.1’ o 0 sinx __ - 0 _
limg, of(x) = Y £y =(korzystajac z wzoru lim,_, ™% = 1) = 5 =0

Podsumowujac, zar6wno lewostronna jak i prawostronna granica funkeji f(z) w punkcie x =0

wynosi 0.

5.75.

flz) =2+ = arctg-*- w punkcie z = a

D =R\{a)

Gdy * = a+0, to =%~ — too i arctg="- — 5

Zatem:

limy o f (2) = limg_ o2 -+ llmx_>a+0 € limgqqoarctg =t = b—2c 4 b=c. T = % + % —
= 255 =b

Podobnie dla x — a — 0, zachodzi %= — —oco i arctg_*- — —3

Zatem:



: __1s b+ ; b— ; _ b+ b— _ b
llmx—m—of(x) - llmx%a—OTc + llmw—)a—OTc : lzmx%a—oarczfg:ca: - Tc + Tc ’ (—%) - TC -
— 2¢ _
=3F=c

I ostatecznie granica lewostronna funkcji f(z) w punkcie x = a wynosi ¢ natomiast granica

prawostronna w tym punkcie wynosi b.

5.76.
ar’+br+c=0 b#0, a— 0, limg_or; =2, limg_ors =7
A =1 — dac
Ty — —b—VA __ —b—/02—4ac
1= 2a _ 2a
To = —b+VA _ —b+Vb2—dac
2= 2a - 2a

ZnajdZmy granice pierwszego miejsca zerowego:

T = —b—vb?—dac | —b+vb%>—4ac _ (=b)2—(Vb2—4ac)? _ b2 —b2+4dac _ 4ac — 2¢c
1 2a —b+v/b2—4ac 2a-(—b++vb%—4ac) —2ab+2av/b%—4ac 2a+v/b%2—4ac—2ab Vb2 —4ac—b
Zatem:
lim T = — limg_02c : — 2c — 2c — 2 _ 2 _ 100
a—0-1 limg—oVb2—4ac—limq—0b \/limaﬁob2—limaﬁo4a0—b Vb2-0-b b—b 0

Znajdzmy teraz granice drugiego miejsca zerowego:

- —b+vb2—dac . —b—v/b?—dac _ (—b)2—(v/b2—4ac)? _ b2 —b2+4dac _ 4ac _ 2c
2 2a —b—+/b2—4ac 2a-(—b—+/b2—4ac) 2a(—b—+/b2—4ac) 2a(—b—+/b2—4ac) —b—vb2—4ac
Zatem:
Lim,. T = limg—02¢ — 2c — 2c _ 2 _ _2 _ _c
a—0-v2 —limg—sob—limq—0vb2—4ac fbf\/lima_,ob2flima_,o4ac —b—/b2—0 —b—b 2b b

Ostatecznie graniczna warto$¢ jednego miejsca zerowego trojmianu kwadratowego dla a — 0

wynosi +00 a drugiego —7.



5.77.

im 1m
— —
. -1m-
-‘lm-
3m -1m-
2m
1m
I X |

Dla x €< 0;1 > zakreslone pole znajduje sie¢ we wnetrzu pierwszego prostokata i wynosi ono
f(z) =3 -2 =3z

Dla z € (1;2) zakreslone pole obejmuje wylacznie caly pierwszy prostokat, wiec wynosi ono
flz)=3-1=3.

Dla z €< 2;3 > zakreslone pole obejmuje caly pierwszy prostokat i czes¢ drugiego. Wynosi ono
flz)=3-14+2-(x—2)=3+2x—4=2z—1.

Dla x € (3;4) zakreslone pole obejmuje caly pierwszy i drugi prostokat, zatem wynosi ono
flz)=3-142-1=3+4+2=5.

Dla x €< 4;5 > zakreslone pole obejmuje caly pierwszy i drugi prostokat oraz cze$¢ trzeciego,
1 wynosi ono:

fle)=3-14+2-1+1-(x—4)=34+2+x—-4=x+1

Dla x € (5;+00) zakreslone pole obejmuje wszystkie trzy prostokaty i wynosi ono:

fl)=3-142-141-1=3+2+1=6.

Ostatecznie funkcja wyrazajaca zakreslone pole w zaleznosci od zmiennej x wyglada nastepujaco:



3x dla x €< 0;1>
3 dla x € (1;2)
20 — 1 dla x €< 2;3 >
5 dla x € (3;4)

r+1 dla rze<4;5>

6 dla z € (5;400)

\
Funkcja f(z) jest cigglta we wszystkich podanych przedziatach. Zbadajamy jej ciagto$¢ na krancach
tych przedziatow:
x=1:

limg_1_of(x) =limy; o3z =3-1=3

limg_10f(x) = limg_1403 =3

Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie sg sobie rowne a wiec funkcja f(x) jest ciggla

w tym punkcie.

=2
limg_o_of(x) = limg_s 03 =3
limg sorof(x) =limg 0020 —1)=2-2—1=4—-1=3
Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie sa sobie rowne a wiec funkcja f(z) jest ciagta

w tym punkcie.

r =3
limg_s_of(x) =limgs3 o2 —1)=2-3—-1=6—-1=5
limg ssi0f(x) =limg 300 =5
Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie sa sobie rowne a wiec funkcja f(z) jest ciagta

w tym punkcie.

T = 4:
limg—a—of(x) = limg4-05 =5

lim$_>4+0f(:t) = lim$_>4+0(x + ].) =4 +1=5



Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie sa sobie réwne a wiec funkcja f(x) jest ciagla

w tym punkcie.

xr =5
limg_s_of(x) =limys oz +1)=5+1=6
limg_s0f(x) = limg_5.06 =6
Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie sg sobie rowne a wiec funkcja f(x) jest ciggla

w tym punkcie.

Zatem ostatecznie podsumowujac powyzsze obliczenia funkcja f(x) jest ciagta w calej swojej

dziedzinie: x €< 0;+00)

5.78.

A Cc

Przyjmijmy, ze punkty A, B, C' maja nastepujace wspotrzedne:

A= (xhyl)
B = (952792)
C = <x37y3)

oraz, ze wspolrzedna x5 punktu B zmienia sie o z €< 0; +00). Zatem punkt B przyjmuje
wspohrzedne B = (x5 + x,y2) a boki trojkata AABC wynosza;

|AB| = /(22 + 2 — 21)* + (y2 — 11)?

|BC| = /(3 — 22 — 2)? + (Y3 — 2)?

|AC| = /(3 — 21)* + (y3 — 11)?




Obliczmy teraz granice dtugosci bokéw przy x — +o00:

iMoo AB| = limy—oor/ (T2 + @ — 21)% 4 (Y2 — 11)? = /liMagsoo (@2 + 7 — 21)% + limy o0 (Y2 — 11)? =

= /400 + (g2 —11)? = V+00 = +0

hma:—)oo|BC| = llmx—)oo\/<x3 — T2 — I.)Q + (yS - 92)2 - \/me—mo(x?) — T2 — x)Z + llm:c—wo(yfﬂ - y2)2 -

—\/ + (y3 — y2)? = v/+00 = +00

Natomiast bok |AC| nie zalezy od polozenia punktu B, wiec jego dlugosé jest stala.
|AC| = /(x5 — 21)? + (y3 — 11)?

Zbadajmy teraz kat a miedzy wektorami AB™ i AC™, korzystajac z wzoru:

__ aijas+bibo — —
COSQ = 15T wy | wy” = [ay, b wy” = [az, b
wy” = AB7, wy = AC™

wy = [T+ x — 21, Y2 — 1]
[$3—951, yB_yl]
lwi’| = /(@2 + 2 — 21)? + (y2 — 11)?

wy'| = V(w3 — 21)* + (43 — 1)?

&
Il

(zota—a1)(z3—21)+(y2—y1)(y3—y1) = (1)
V (@atz—a1)2+(y2—y1)2 /(w3 —21)2+(y3—y1)?

Podstawmy: k=29 — 21, =23 —21, MmM=y2—v1, Nn=YyYs— Y

limy_oocosae = limy_yoo

(k:+z) m-n
) k+x)'l+m‘n y k+x +k T . l+m
1) = lim ( = lim = L =lim = =
(1) 70 (kw2 +m2-V a2 T A (kta)2 4 m2 /P n? T [ ia)2 T
k+x (ht2)2 + (k+x)2 +n
_ 40 _ l _ x3—®x1 __
T VIF0VE2n2 T Vi2n2 T JAC—| T cosf3

gdzie [ jest katem wektora AC™ z osig Ox™
4

AB™ dazy do Ox™

Y

a— 0°

Zbadajmy teraz kat v miedzy wektorami C A~ i C'B™ korzystajac z tego samego wzoru co
poprzednio:

=CA7, wy =CB™~
wy” = [z — @3, Y1 — Y3

wy = [T2+x — 23, Y2 — Y3



jw?| = /(21 — 23)2 + (41 — y3)?

lwy'| = /(22 + 2 — x3)% + (y2 — y3)?

(z1—x3)(x2+z—x3)+(y1—y3) (y2—y3) = (2)
V(@1-3)2+(y1—y3) >/ (z2+a—23) >+ (y2—y3)?

Podstawmy: k=x; —x3, =29 —2x3, M=y —ys, N =71y — Y3

limy_0oCOSY = 11My o0

k-(I+z)  m=n m-n
, k(1 : : k(+e) | mn . oot T
(2) = limg 00 (ta)imn = 1tMz—o0o H—f = = 1My 00 s =
vV k2+m2-\/(l+z)2+n2 \/k2+m2-l+—z-\/(l+x)2+n2 \/m_\/(l-q-z)i 4 _n? ,
(1+z) (I4x)

k+0 k — xT1—®3 __

= VRIS — Vim? — icas] = 08B

gdzie (s jest katem wektora C'A™ z osig Oz~

Y
CB™ dazy do Ox™

)
v — 180°

Skoro zas /BAC — 0° i /BCA — 180°, wiec ZABC — 0°

Zatem podsumowujac, gdy wierzchotek B przesuwa sie coraz dalej w prawo na osi BE to:

|AB| — +o00, |BC|— 400, |AC|= const oraz ZBAC — 0°, ZBCA — 180°, ZABC — 0°.

5.79.

2C

Stosujac tw. Pitagorasa do trojkata prostokatnego o bokach: a, ¢, R i kacie £ mamy:



a’+ c* = R?

ale a = R — p, wiec

(R—p)*+c*=R?

R*—2Rp+p*+c*=R* |- R?

p? —2Rp+ct=0

ZnajdZzmy teraz rozwigzania tego réwnania p.ii pro:
A=(-2R)*—4-1-c=4R*—4c

Doy = —(=2R)-VA _ 2R—\/4(R?—c?) _ oRr- zm —R-VRE—&

2-1 2
Dy = —(—2§i+\/z _ 2R+\/42(R2_c2) _ 2R+2 /RQ—C — R+ m

Ale p,o > R, wiec to rozwiazanie odpada (bo strzatka tuku musi by¢ mniejsza od promienia).
Zatem ostatecznie:

R? — ¢?
Wyrazmy teraz dtugosé strzatki p w zaleznosci od kata ¢. W tym celu wezmy pod uwage ten

sam trojkat co poprzednio. Mamy:

S gin®
7 = Sing
zatem:

—VR?—c2=R—/R*(1— 2—22) = R— Ry\/1—-(%)*=R— R\/1— sin’*3 =(korzystajac

z wzoru sin‘a + cos’a = 1) =

= R — R\/sin*% + cos?$ — sin?2 = R — R\/cos’5 = R — R - cos% = R(1 — cos%)

Ostatecznie mamy:

— b2

p= R(1 —cos¥)
P
p1 = R(1 —cos2) = R(1 — cos?)
oraz
li — i R(1—cos¥%) — 1l 1—cos¥ k ¢ 9 .
zm@_m = qu,_mm ’mep_>0m ( orzys ajqc Z WZOru coszo = COS a — sin Oé) =
— 1l 1—(cos? £ —sin?2) li sin?£+4cos? £ —(cos? £ —sin?2) li sin? £ 4cos? £ —cos? £ +sin? £
= LMy—0 1—cos¥ = LMp—0 1—cos?% = Mp—0 1—cos? o
2sin? € 1—cos?¥ (1—cos%Z)(1+cosf)

4
—lzmq,ﬁol cosi lng@HOQ llm«pao 1— cosﬁ =2 lZm‘P%O 1—cos%

zz-umwothg-zz'mwo(ucos%):2-1-(1+1)=2-2:4

Zatem stosunek strzalek - dla ¢ — 0 wynosi 4.



5.80.

a — 0. Paasc 9
’ PaaBp

Na podstawie poprzedniego zadania (5.79) strzatka p ma diugosé:
p= R(1 - cos$)

Zatem pole trojkata AABC wynosi:

Paapc = % ‘2c-p=cR(1 - cos%)

Wezmy teraz pod uwage trojkat AOBD. Poniewaz jest to trojkat prostokatny, wiec zachodzi:

R [} _ R
W = COS§:> |OD| = c0sS
Ponadto:
|OP| =R —p
Zatem:

IDP| = |0D| - |OP

|DP| = = — (R—p)

a
cos B)

|IDP| = -2+ — (R — R(1 — cos%))

cos 2

[Nl

|DP| = Lt — R+ R(1 — cos%)

a
cos 3

|IDP| = R(-%& — 1+ (1 — cos2))

o1
CcoSs B)

[\

|DP| = R(—+s — cos%)

[e]
cosz 2

A wiec pole trojkata AABD wynosi:

Paapp = 5 - |AB| - |DP|
Paapp = % - 2c - R(coi% — c0s%)

10



Paapp = CR(@ — c05%)

Stosunek pol trojkatoéw szukany w zadaniu wynosi:

[e% (7 «@ (7 «@ « [e%
Paapc _ cR(1—cos %) _ 1—cos§ _ 1—cos§ _ cosg-(1—cos %) _ cos5-(1—cos%)
Paapp cR(ﬁ—cos%) ﬁ—cos% 1-cos?§ 1—cos?§ (14-cos§)(1—cos F)
2 2 COS%

Natomiast granica powyzszego stosunku poél przy o — 0 wynosi:

. cos%-(1—cos%) . coss . 1—cos$ 1 1
2 2 - 2 . —2 = = . ] ==
lima—o (14cos§)(1—cos§) lima—o (1+cos %) lima—o 1—cos§ 1+1 1 2

5.81.

W temperaturze t = 0° woda zamarza i wystepuje jako 16d oraz topnieje i wystepuje jako woda
zatem f(0°) = 2.

W temperaturze t < 0° woda wystepuje tylko jako 16d. Zatem granica lewostronna w punkcie

t = 0° wynosi 1.

W temperaturze 0° < ¢t < 100° woda wystepuje tylko jako woda, wiec granica prawostronna

w punkcie ¢ = 0° wynosi 1.

Funkcja f(t) jest w punkcie ¢t = 0° nieciagla, gdyz jej wartos¢ w tym punkcie jest rézna od granicy

lewostronnej i prawostronne;j.
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