
5.72.

f(x) = 2
1
x+3

3
1
x+2

w punkcie x = 0

Dla x→ −0 mamy (na podstawie zadania 5.4 praz wzoru 5.4.18):

1
x
→ −∞, 2

1
x → 0, 3

1
x → 0, zatem:

limx→−0f(x) = limx→−02
1
x+limx→−03

limx→−03
1
x+limx→−02

= 0+3
0+2

= 3
2

Znajd¹my teraz granic¦ prawostronn¡ w punkcie x = 0. W tym celu przeksztaª¢my funkcj¦ f(x)

nast¦puj¡co:

f(x) = 2
1
x+3

3
1
x+2

=
2

1
x

2
1
x

+ 3

2
1
x

3
1
x

2
1
x

+ 2

2
1
x

=
1+ 3

2
1
x

( 3
2

)
1
x+ 2

2
1
x

Dla x→ +0 mamy (na podstawie zadania 5.4 praz wzoru 5.4.18):

1
x
→ +∞, 2

1
x → +∞, (3

2
)

1
x → +∞, zatem:

limx→+0

1+ 3

2
1
x

( 3
2

)
1
x+ 2

2
1
x

=
limx→+01+

limx→+03

limx→+02
1
x

limx→+0( 3
2

)
1
x+

limx→+02

limx→+02
1
x

=
1+ 3

+∞
+∞+ 2

+∞
= 1+0

+∞ = 1
+∞ = 0

A wi¦c ostatecznie granica prawostronna w punkcie x = 0 wynosi 0 natomiast granica

lewostronna 3
2
.

5.73.

f(x) =


x · sin 1

x
dla −∞ < x < 0

sin 1
x

dla 0 < x < +∞
w punkcie x = 0

D = R\{0}

Dla x→ −0 mamy:

f(x) = x · sin 1
x

oraz:

−1 6 sin 1
x
6 1 / · x

−x > x · sin 1
x
> x

Ale −x→ 0 oraz x→ 0, wi¦c na podstawie twierdzenia o trzech ci¡gach limx→−0(x · sin 1
x
) = 0

Dla x→ +0 mamy:

f(x) = sin 1
x
oraz 1

x
→ +∞

Ale wraz ze wzrostem 1
x
do +∞ funkcja sinus zmienia si¦ okresowo i w sposób ci¡gªy w przedziale

1



< −1; 1 >, wi¦c granica prawostronna funkcji f(x) w punkcie x = 0 nie istnieje.

Ostatecznie granica lewostronna funkcji f(x) w punkcie x = 0 wynosi 0, natomiast granica

prawostronna tej funkcji w punkcie x = 0 nie istnieje.

5.74.

f(x) = x√
|sinx|

w punkcie x = 0

D = R\{0}

Przeksztaª¢my t¦ funkcj¦ nast¦puj¡co:

f(x) = x√
|sinx|

= x√
|sinx·x

x
|

= x√
| sinx
x
·x|

= x√
|sinx|
|x| ·|x|

Dla x→ +0 mamy |x| = x, |sinx| = sinx, zatem

f(x) = x√
|sinx|
|x| ·|x|

= x√
sinx
x
·x

= x√
sinx
x
·
√
x

=
√
x·
√
x√

sinx
x
·
√
x

=
√
x√
sinx
x

limx→+0f(x) = limx→+0
√
x

limx→+0

√
sinx
x

= 0√
limx→+0

sinx
x

=(korzystaj¡c z wzoru limx→0
sinx
x

= 1) = 0√
1

= 0

Dla x→ −0 mamy |x| = −x, |sinx| = −sinx, zatem

f(x) = x√
|sinx|
|x| ·|x|

= x√
−sinx
−x ·(−x)

=
√
−x·
√
−x√

sinx
x
·
√
−x

=
√
−x√
sinx
x

limx→−0f(x) = limx→−0
√
−x

limx→−0

√
sinx
x

= 0√
limx→−0

sinx
x

=(korzystaj¡c z wzoru limx→0
sinx
x

= 1) = 0√
1

= 0

Podsumowuj¡c, zarówno lewostronna jak i prawostronna granica funkcji f(x) w punkcie x = 0

wynosi 0.

5.75.

f(x) = b+c
2

+ b−c
π
· arctg a

x−a w punkcie x = a

D = R\{a}

Gdy x→ a+ 0, to a
x−a → +∞ i arctg a

x−a →
π
2

Zatem:

limx→a+0f(x) = limx→a+0
b+c

2
+ limx→a+0

b−c
π
· limx→a+0arctg

a
x−a = b+c

2
+ b−c

π
· π

2
= b+c

2
+ b−c

2
=

= 2b
2

= b

Podobnie dla x→ a− 0, zachodzi a
x−a → −∞ i arctg a

x−a → −
π
2

Zatem:
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limx→a−0f(x) = limx→a−0
b+c

2
+ limx→a−0

b−c
π
· limx→a−0arctg

a
x−a = b+c

2
+ b−c

π
· (−π

2
) = b+c

2
− b−c

2
=

= 2c
2

= c

I ostatecznie granica lewostronna funkcji f(x) w punkcie x = a wynosi c natomiast granica

prawostronna w tym punkcie wynosi b.

5.76.

ax2 + bx+ c = 0 b 6= 0, a→ 0, lima→0x1 =?, lima→0x2 =?

∆ = b2 − 4ac

x1 = −b−
√

∆
2a

= −b−
√
b2−4ac

2a

x2 = −b+
√

∆
2a

= −b+
√
b2−4ac

2a

Znajd¹my granic¦ pierwszego miejsca zerowego:

x1 = −b−
√
b2−4ac

2a
· −b+

√
b2−4ac

−b+
√
b2−4ac

= (−b)2−(
√
b2−4ac)2

2a·(−b+
√
b2−4ac)

= b2−b2+4ac
−2ab+2a

√
b2−4ac

= 4ac
2a
√
b2−4ac−2ab

= 2c√
b2−4ac−b

Zatem:

lima→0x1 = lima→02c
lima→0

√
b2−4ac−lima→0b

= 2c√
lima→0b2−lima→04ac−b

= 2c√
b2−0−b = 2c

b−b = 2
0

= +∞

Znajd¹my teraz granic¦ drugiego miejsca zerowego:

x2 = −b+
√
b2−4ac

2a
· −b−

√
b2−4ac

−b−
√
b2−4ac

= (−b)2−(
√
b2−4ac)2

2a·(−b−
√
b2−4ac)

= b2−b2+4ac
2a(−b−

√
b2−4ac)

= 4ac
2a(−b−

√
b2−4ac)

= 2c
−b−
√
b2−4ac

Zatem:

lima→0x2 = lima→02c
−lima→0b−lima→0

√
b2−4ac

= 2c

−b−
√
lima→0b2−lima→04ac

= 2c
−b−
√
b2−0

= 2c
−b−b = −2c

2b
= − c

b

Ostatecznie graniczna warto±¢ jednego miejsca zerowego trójmianu kwadratowego dla a→ 0

wynosi +∞ a drugiego − c
b
.
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5.77.

Dla x ∈< 0; 1 > zakre±lone pole znajduje si¦ we wn¦trzu pierwszego prostok¡ta i wynosi ono

f(x) = 3 · x = 3x.

Dla x ∈ (1; 2) zakre±lone pole obejmuje wyª¡cznie caªy pierwszy prostok¡t, wi¦c wynosi ono

f(x) = 3 · 1 = 3.

Dla x ∈< 2; 3 > zakre±lone pole obejmuje caªy pierwszy prostok¡t i cz¦±¢ drugiego. Wynosi ono

f(x) = 3 · 1 + 2 · (x− 2) = 3 + 2x− 4 = 2x− 1.

Dla x ∈ (3; 4) zakre±lone pole obejmuje caªy pierwszy i drugi prostok¡t, zatem wynosi ono

f(x) = 3 · 1 + 2 · 1 = 3 + 2 = 5.

Dla x ∈< 4; 5 > zakre±lone pole obejmuje caªy pierwszy i drugi prostok¡t oraz cz¦±¢ trzeciego,

i wynosi ono:

f(x) = 3 · 1 + 2 · 1 + 1 · (x− 4) = 3 + 2 + x− 4 = x+ 1.

Dla x ∈ (5; +∞) zakre±lone pole obejmuje wszystkie trzy prostok¡ty i wynosi ono:

f(x) = 3 · 1 + 2 · 1 + 1 · 1 = 3 + 2 + 1 = 6.

Ostatecznie funkcja wyra»aj¡ca zakre±lone pole w zale»no±ci od zmiennej x wygl¡da nast¦puj¡co:
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f(x) =



3x dla x ∈< 0; 1 >

3 dla x ∈ (1; 2)

2x− 1 dla x ∈< 2; 3 >

5 dla x ∈ (3; 4)

x+ 1 dla x ∈< 4; 5 >

6 dla x ∈ (5; +∞)

Funkcja f(x) jest ci¡gªa we wszystkich podanych przedziaªach. Zbadajamy jej ci¡gªo±¢ na kra«cach

tych przedziaªów:

x = 1:

limx→1−0f(x) = limx→1−03x = 3 · 1 = 3

limx→1+0f(x) = limx→1+03 = 3

Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie s¡ sobie równe a wi¦c funkcja f(x) jest ci¡gªa

w tym punkcie.

x = 2:

limx→2−0f(x) = limx→2−03 = 3

limx→2+0f(x) = limx→2+0(2x− 1) = 2 · 2− 1 = 4− 1 = 3

Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie s¡ sobie równe a wi¦c funkcja f(x) jest ci¡gªa

w tym punkcie.

x = 3:

limx→3−0f(x) = limx→3−0(2x− 1) = 2 · 3− 1 = 6− 1 = 5

limx→3+0f(x) = limx→3+05 = 5

Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie s¡ sobie równe a wi¦c funkcja f(x) jest ci¡gªa

w tym punkcie.

x = 4:

limx→4−0f(x) = limx→4−05 = 5

limx→4+0f(x) = limx→4+0(x+ 1) = 4 + 1 = 5
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Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie s¡ sobie równe a wi¦c funkcja f(x) jest ci¡gªa

w tym punkcie.

x = 5:

limx→5−0f(x) = limx→5−0(x+ 1) = 5 + 1 = 6

limx→5+0f(x) = limx→5+06 = 6

Granice lewostronna i prawostronna w tym punkcie s¡ sobie równe a wi¦c funkcja f(x) jest ci¡gªa

w tym punkcie.

Zatem ostatecznie podsumowuj¡c powy»sze obliczenia funkcja f(x) jest ci¡gªa w caªej swojej

dziedzinie: x ∈< 0; +∞)

5.78.

Przyjmijmy, »e punkty A, B, C maj¡ nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne:

A = (x1, y1)

B = (x2, y2)

C = (x3, y3)

oraz, »e wspóªrz¦dna x2 punktu B zmienia si¦ o x ∈< 0; +∞). Zatem punkt B przyjmuje

wspóªrz¦dne B = (x2 + x, y2) a boki trójk¡ta ∆ABC wynosz¡:

|AB| =
√

(x2 + x− x1)2 + (y2 − y1)2

|BC| =
√

(x3 − x2 − x)2 + (y3 − y2)2

|AC| =
√

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2
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Obliczmy teraz granice dªugo±ci boków przy x→ +∞:

limx→∞|AB| = limx→∞
√

(x2 + x− x1)2 + (y2 − y1)2 =
√
limx→∞(x2 + x− x1)2 + limx→∞(y2 − y1)2 =

=
√

+∞+ (y2 − y1)2 =
√

+∞ = +∞

limx→∞|BC| = limx→∞
√

(x3 − x2 − x)2 + (y3 − y2)2 =
√
limx→∞(x3 − x2 − x)2 + limx→∞(y3 − y2)2 =

=
√

(−∞)2 + (y3 − y2)2 =
√

+∞ = +∞

Natomiast bok |AC| nie zale»y od poªo»enia punktu B, wi¦c jego dªugo±¢ jest staªa.

|AC| =
√

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2

Zbadajmy teraz k¡t α mi¦dzy wektorami AB→ i AC→, korzystaj¡c z wzoru:

cosα = a1a2+b1b2
|w→1 |·|w→2 |

, w→1 = [a1, b1] w→2 = [a2, b2]

w→1 = AB→, w→2 = AC→

w→1 = [x2 + x− x1, y2 − y1]

w→2 = [x3 − x1, y3 − y1]

|w→1 | =
√

(x2 + x− x1)2 + (y2 − y1)2

|w→2 | =
√

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2

limx→∞cosα = limx→∞
(x2+x−x1)(x3−x1)+(y2−y1)(y3−y1)√

(x2+x−x1)2+(y2−y1)2·
√

(x3−x1)2+(y3−y1)2
= (1)

Podstawmy: k = x2 − x1, l = x3 − x1, m = y2 − y1, n = y3 − y1

(1) = limx→∞
(k+x)·l+m·n√

(k+x)2+m2·
√
l2+n2

= limx→∞
(k+x)·l
k+x

+m·n
k+x

1
k+x
·
√

(k+x)2+m2·
√
l2+n2

= limx→∞
l+m·n

k+x√
(k+x)2

(k+x)2
+ m2

(k+x)2
·
√
l2+n2

=

= l+0√
1+0·

√
l2+n2 = l√

l2+n2 = x3−x1

|AC→| = cosβ

gdzie β jest k¡tem wektora AC→ z osi¡ Ox→

⇓

AB→ d¡»y do Ox→

⇓

α→ 0◦

Zbadajmy teraz k¡t γ mi¦dzy wektorami CA→ i CB→ korzystaj¡c z tego samego wzoru co

poprzednio:

w→1 = CA→, w→2 = CB→

w→1 = [x1 − x3, y1 − y3]

w→2 = [x2 + x− x3, y2 − y3]
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|w→1 | =
√

(x1 − x3)2 + (y1 − y3)2

|w→2 | =
√

(x2 + x− x3)2 + (y2 − y3)2

limx→∞cosγ = limx→∞
(x1−x3)(x2+x−x3)+(y1−y3)(y2−y3)√

(x1−x3)2+(y1−y3)2·
√

(x2+x−x3)2+(y2−y3)2
= (2)

Podstawmy: k = x1 − x3, l = x2 − x3, m = y1 − y3, n = y2 − y3

(2) = limx→∞
k·(l+x)+m·n

√
k2+m2·

√
(l+x)2+n2

= limx→∞
k·(l+x)
l+x

+m·n
l+x√

k2+m2· 1
l+x
·
√

(l+x)2+n2
= limx→∞

k+m·n
l+x

√
k2+m2·

√
(l+x)2

(l+x)2
+ n2

(l+x)2

=

= k+0√
k2+m2·

√
1+0

= k√
k2+m2 = x1−x3

|CA→| = cosβ2

gdzie β2 jest k¡tem wektora CA→ z osi¡ Ox→

⇓

CB→ d¡»y do Ox→

⇓

γ → 180◦

Skoro za± ∠BAC → 0◦ i ∠BCA→ 180◦, wi¦c ∠ABC → 0◦

Zatem podsumowuj¡c, gdy wierzchoªek B przesuwa si¦ coraz dalej w prawo na osi BE to:

|AB| → +∞, |BC| → +∞, |AC| = const oraz ∠BAC → 0◦, ∠BCA→ 180◦, ∠ABC → 0◦.

5.79.

Stosuj¡c tw. Pitagorasa do trójk¡ta prostok¡tnego o bokach: a, c, R i k¡cie ϕ
2
mamy:
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a2 + c2 = R2

ale a = R− p, wi¦c

(R− p)2 + c2 = R2

R2 − 2Rp+ p2 + c2 = R2 /−R2

p2 − 2Rp+ c2 = 0

Znajd¹my teraz rozwi¡zania tego równania pr1i pr2:

∆ = (−2R)2 − 4 · 1 · c = 4R2 − 4c

pr1 = −(−2R)−
√

∆
2·1 =

2R−
√

4(R2−c2)

2
= 2R−2

√
R2−c2

2
= R−

√
R2 − c2

pr2 = −(−2R)+
√

∆
2·1 =

2R+
√

4(R2−c2)

2
= 2R+2

√
R2−c2

2
= R +

√
R2 − c2

Ale pr2 > R, wi¦c to rozwi¡zanie odpada (bo strzaªka ªuku musi by¢ mniejsza od promienia).

Zatem ostatecznie:

p = R−
√
R2 − c2

Wyra¹my teraz dªugo±¢ strzaªki p w zale»no±ci od k¡ta ϕ. W tym celu we¹my pod uwag¦ ten

sam trójk¡t co poprzednio. Mamy:

c
R

= sinϕ
2

zatem:

p = R−
√
R2 − c2 = R−

√
R2(1− c2

R2 ) = R−R
√

1− ( c
R

)2 = R−R
√

1− sin2 ϕ
2

=(korzystaj¡c

z wzoru sin2α + cos2α = 1) =

= R−R
√
sin2 ϕ

2
+ cos2 ϕ

2
− sin2 ϕ

2
= R−R

√
cos2 ϕ

2
= R−R · cosϕ

2
= R(1− cosϕ

2
)

Ostatecznie mamy:

p = R(1− cosϕ
2
)

p1 = R(1− cos
ϕ
2

2
) = R(1− cosϕ

4
)

oraz

limϕ→0
p
p1

= limϕ→0
R(1−cosϕ

2
)

R(1−cosϕ
4

)
= limϕ→0

1−cosϕ
2

1−cosϕ
4

= (korzystaj¡c z wzoru cos2α = cos2α− sin2α) =

= limϕ→0
1−(cos2 ϕ

4
−sin2 ϕ

4
)

1−cosϕ
4

= limϕ→0
sin2 ϕ

4
+cos2 ϕ

4
−(cos2 ϕ

4
−sin2 ϕ

4
)

1−cosϕ
4

= limϕ→0
sin2 ϕ

4
+cos2 ϕ

4
−cos2 ϕ

4
+sin2 ϕ

4

1−cosϕ
4

=

= limϕ→0
2sin2 ϕ

4

1−cosϕ
4

= limϕ→02 · limϕ→0
1−cos2 ϕ

4

1−cosϕ
4

= 2 · limϕ→0
(1−cosϕ

4
)(1+cosϕ

4
)

1−cosϕ
4

=

= 2 · limϕ→0
1−cosϕ

4

1−cosϕ
4
· limϕ→0(1 + cosϕ

4
) = 2 · 1 · (1 + 1) = 2 · 2 = 4

Zatem stosunek strzaªek p
p1

dla ϕ→ 0 wynosi 4.
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5.80.

α→ 0, P∆ABC

P∆ABD
=?

Na podstawie poprzedniego zadania (5.79) strzaªka p ma dªugo±¢:

p = R(1− cosα
2
)

Zatem pole trójk¡ta ∆ABC wynosi:

P∆ABC = 1
2
· 2c · p = cR(1− cosα

2
)

We¹my teraz pod uwag¦ trójk¡t ∆OBD. Poniewa» jest to trójk¡t prostok¡tny, wi¦c zachodzi:

R
|OD| = cosα

2
⇒ |OD| = R

cosα
2

Ponadto:

|OP | = R− p

Zatem:

|DP | = |OD| − |OP |

|DP | = R
cosα

2
− (R− p)

|DP | = R
cosα

2
− (R−R(1− cosα

2
))

|DP | = R
cosα

2
−R +R(1− cosα

2
)

|DP | = R( 1
cosα

2
− 1 + (1− cosα

2
))

|DP | = R( 1
cosα

2
− cosα

2
)

A wi¦c pole trójk¡ta ∆ABD wynosi:

P∆ABD = 1
2
· |AB| · |DP |

P∆ABD = 1
2
· 2c ·R( 1

cosα
2
− cosα

2
)
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P∆ABD = cR( 1
cosα

2
− cosα

2
)

Stosunek pól trójk¡tów szukany w zadaniu wynosi:

P∆ABC

P∆ABD
=

cR(1−cosα
2

)

cR( 1
cosα2

−cosα
2

)
=

1−cosα
2

1
cosα2

−cosα
2

=
1−cosα

2
1−cos2 α2
cosα2

=
cosα

2
·(1−cosα

2
)

1−cos2 α
2

=
cosα

2
·(1−cosα

2
)

(1+cosα
2

)(1−cosα
2

)

Natomiast granica powy»szego stosunku pól przy α→ 0 wynosi:

limα→0
cosα

2
·(1−cosα

2
)

(1+cosα
2

)(1−cosα
2

)
= limα→0

cosα
2

(1+cosα
2

)
· limα→0

1−cosα
2

1−cosα
2

= 1
1+1
· 1 = 1

2

5.81.

W temperaturze t = 0◦ woda zamarza i wyst¦puje jako lód oraz topnieje i wyst¦puje jako woda

zatem f(0◦) = 2.

W temperaturze t < 0◦ woda wyst¦puje tylko jako lód. Zatem granica lewostronna w punkcie

t = 0◦ wynosi 1.

W temperaturze 0◦ < t < 100◦ woda wyst¦puje tylko jako woda, wi¦c granica prawostronna

w punkcie t = 0◦ wynosi 1.

Funkcja f(t) jest w punkcie t = 0◦ nieci¡gªa, gdy» jej warto±¢ w tym punkcie jest ró»na od granicy

lewostronnej i prawostronnej.
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