Styczna do wykresu funkcji y = f(z) w dowolnym punkcie A = (p, ¢) ma rownanie:
u="bv+c (gdzie u - jest zmienng zalezna, v - zmienng niezalezna a b, ¢ sa statymi)
Poniewaz pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie réwna sie wspolezynnikowi katowemu
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tga =b=—p~i-(ai—pi)z (2

W punkcie B przeciecia stycznej z osig y mamy:

u=0b-0+4+c
u=c

4

B =(0,¢)

W punkcie C przeciecia stycznej z osia x mamy:

0=b-v+c
b=

\’
CZ(-%,O)

Dtugosé odcinka pomiedzy tymi dwoma punktami wynosi:

BC|= /(=5 =02+ (0= = /(P + (2 = P+ E =\ o + 5 = VI + 12

W punkcie A = (p, ¢) na stycznej mamy:

(3)



g=b-p+c

c=q—10bp (4)

1
BO| = —= 14 [opd - (af — phypp = el bl DALy ot (0 s
|-p~3-(a3—p3)2| 3-
Ale punkt A = (p, q) lezy takze na krzywej (1), wiec spelia takze jej rownanie:

2 2
q= (a5 —p3)
Podstawmy to do (5):

2

2.3 2 2 2 2.2 2
(5) = letpiplighle o3l it (o — p) = (il o (0 ph) =
lp~3-(a3 —p3)2| , lp—3]
al— 2 2z 2 a 2z 2z 2 12 2
|i§|pp3’;|rp3|,\/1_|_p 5. (a3 —p3) = ‘Lfgl \/1+p 5 (a3 —p3) = |p3-a3|- \/1—|—p 3-(a3 —p
12 a3 p3 12 i, a1 2 adve _ 1 20 jad _
= lpb ol f14od —od b ad] -1 ed = el fehe = o o] =
= |a3|-|a3| = |a3T3| = |a| = const, co nalezalo udowodnic
6.211.
y=1"+pr+q (1)

Obliczamy pochodna powyzszej funkcji:

y =@ +pr+q) =20+p+0=21+p

0§ odcietych ma réwnanie: y =0 (2)

Styczna do wykresu funkcji ma réwnanie: y = ax + b (3)

Poniewaz pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie rowna sie wspotczynnikowi katowemu
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem biorac pod uwage (2) A (3), mamy:

tgao=a=0=2u+p dla A= (u,0) - punktu stycznosci

4
p=—2u
_ 1

Poniewaz punkt A lezy takze na krzywej (1), wiec spelnia takze jej rownanie:

O=u’+p-u+gq



0=(=3p)*+p-(—3p) +4q

0=3p"—35p"+q /-4

0=p?—2p?+4q

0=—p*+4q

p? —4qg =0

Zatem wspoétczynniki p i ¢ w réwnaniu danym w zadaniu powinny spelnia¢ nastepujacy

warunek: p? —4q =0

6.212.

y=a+pr+gq (1)

Obliczmy najpierw pochodng powyzszej funkcji:

v =@ +pr+q) =322 +p+0=322+p

O$ Oz ma rownaniey =0 A x>0 (2)

Styczna do wykresu funkcji ma rownanie y =ax +b  (3)

Poniewaz pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie rowna sie wspotczynnikowi katowemu
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tga=a N (2)A(3)

4

a=0=3u’+p dla A= (u,0) A u>=0
Y

3u? = —p

u? = —3p = —3p =0 = p<0
u=4/—3p

0= —%p)3+p~\/—7§p+q
0=(—3p)2 +p-(=5p)> +q
0=(3)2(=p)2+ (32 (-p)2 +4q
0=(=p)2-[(3)% +(5)2] +¢
—(-p): -3+ G)2l=a /2



(=p)?* 3 132 +2-(3)- (3 +1=¢
—5 P (g2 3+ =¢

5P GGrs+y) =20
Cloppl 16 2

—%-p3-42:q2

—(3p)* 42 =¢ /4

—(3 )—&)2

(50)° + (30)* =

Zatem wspotczynniki p i ¢ w réwnaniu danym w zadaniu powinny spelnia¢ nastepujacy

zwiazek: (5p)* + (50)* =0

6.213.

y = lnx x>0 S=?

Aby styczna do wykresu funkcji y = Inx byta réwnolegla do prostej y = 2z, musi mieé¢ ona
postaé: y = 2x + .

Pochodna funkcji danej w zadaniu wynosi:

8=

y' = (Inz) =
Poniewaz pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie rowna sie wspolezynnikowi katowemu
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

S=(pa), tga=2=, = p=;

Poniewaz punkt S lezy takze na wykresie funkcji y = Inx, wiec:

qg=Inp & q= ln% =In27' = —In2

Warunek zadania jest wigc spetniony w punkcie S = (3, —In2).



6.214.

y = sinx, y=cosr, «=7

Frrre v iyl rrrryirNN el NNrryry

Y=CO0S5X \ __y=sinx

N
/ﬁv

Funkcje sinz i cosx przecinaja sie¢ w punktach:

r=k-n+75, kel
Poniewaz funkcje te sg okresowe i jedna z nich jest przesunieciem w poziomie drugiej, wiec

wystarczy, ze znajdziemy kat przeciecia w punkcie x = 7. Ich wartos¢ w tym punkcie

V2 S:(” \/5)

Wynosty = - 2

Pochodne obu funkcji wynosza:

y' = (sinx)" = cosx y' = (cosx) = —sinx
f'(5) =cost =% f(5) = —sing = —¢

Poniewaz pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie réwna sie wspolczynnikowi

katowemu stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tgl = Y2 (1) tgy = —¥2 (1)
tg(m —v) = —tgy = 2 (2)



Skorzystajmy teraz z wzoru:

tg(a + 6) = 1%]?92?55

tg(z)ttg(ze) _ FV245V2 . V2 \Br . \Br _ 4om — /2. A
1

I-tg(30)tg(3a) — 1-(FV2)2 1—% o 2—% o 2—% o8- 8—m?

Zatem funkcje y = sinz i y = cosz przecinaja sie pod katem, dla ktorego tgar = /2 - 3

tga = tg(%oz + %a) =

A7
—7

> .

6.215.

_d _
Upp, = P =7

Poniewaz cialo pierwsze porusza sie ruchem jednostajnym z prdkoscia vp, = 5km/h,
wiec odlegltos¢ 10km pokona w czasie t = 2h.

Z wzoru kosinusow w trojkacie AOP; P, mamy:

?=|0P)? + |OP|? — 2 - |OPy| - |OPs| - cos60°

= (5t)* + (2t + t)> = 2- (5¢) - (2t + 1) - 5

[2 = 25¢% + 4t + 482 - t + 2 — 5t - (28* + 1)

12 = 2512 + 4¢* + 4¢3 + 12 — 10t* — 5¢2

12 = 4t* — 6% + 21¢2

[ = V4t — 613 + 21¢2



’UP1P2 — % — (\/4t4 - 6t3 + 21t2)/ - % . \/ﬁw : (4t4 - 6t3 "‘ 21t2), —

_ 16t3-18t24+42¢2
2./ 4t*—6134-21¢2

pipy(2) = 162918224492 _ 168184484 _ 8804442 _ 64-36+42 _ 70 _ 7
PP 2VA22_625+21.22  2/416—68421.4  /64—43184 V100 10

Zatem w chwili danej w zadaniu ciata beda sie oddalaly od siebie z predkoscia 7km/h.

6.216.

de—y, $=g d— %g (znak >-’) bo kat w miare uptywu czasu maleje)

c=x+4t = f(t), gdzie x - dlugo$¢ boku ¢ w chwili t =0

b=y+ 6t =g(t), gdzie y - dtugosé boku b w chwili ¢ = 0

a=p+ %gt = h(t), gdzie ¢ - kat miedzy bokami b i ¢ w chwili ¢ = 0
Mamy:

PA:%-c-b-sz’na

Pa(t) =5 f(t) - g(t) - sin(h(t))

G =Pat) =[5 f(1) - g(t) - sin(h())] = 5 - [f'(t) - (g(t) - sin(h(t))) + f(1) - (9(t) - sin(h(t)))] =
= 5[4 9(t) - sin(h(t)) + f(t) - (¢'(t) - sin(h(t)) + g(t) - (sin(h(t))))] =
=5 [4-g(t) - sin(h(t)) + f(t) - (6 sin(h(t)) + g(t) - cos(h(t)) - B'(1))] =
= 5[4 g(t) - sin(h(t)) + f(t) - (6- sin(h(t)) + g(t) - cos(h(t)) - (—33))]



Uwzgledniajac warunki zadania, w chwili ¢ = ¢y mamy:

f(to) =20, g(to) =50, h(ty) =30°

v = Phto) = L[4+ glto) - sin(hlto)) + F(to) - (6 - sin(h(ty)) + glto) - cos(h(to)) - (—32))] =
- [4-50 - 5in30° 4 20 - (6 - 5in30° + 50 - cos30° - (—¥3))] =

200 2+ 120 - 141000 - ¥2 - (—¥3)] = L. (100 4 60 — 1000v5") — 1. (160 — 50 - 3) =

NIR NI= N

- (160 — 150) = 3 - 10 =5

Zatem predkosé¢ zmiany pola trojkata danego w zadaniu wynosi 5¢m/s.

6.217.

My 5 P NN,
MN

v=2 A h(t)=v-t

Y

h =2t

Zastosujmy twierdzenie Pitagorasa do AOP M:
h? + (- |MoNo|)? = r?

42 + 5 - [MoNo|* =71 /-4

16t? + | MyNo|* = 4r?

|MoNo|? = 4r? — 16t2

[MoNo| = \/4(r? — 412)

|MoNo| = 2 v/r? —4t2

Zastosujmy terqaz dwa wzory na pole trojkata AOMgNy:



%-|M0N0|-h:%-r-7"-sz'noz
| MoNo| - 2t = r? - sina

212 — 412 . 2t = r? - sina

4t/r2—4t2

r2

4t+/r2—4t2 )
2

sino =
a = aresin(

Pole odcinka kota S; wynosi:

Sy =2 (o — sina)

2
4t~\/r274t2) . 4t~\/r274t2)
2 2

2

<

S1 =% - (arcsin(

Sy = L.r2. aresin (VA V;QQ_Z”Q) — 2t - /1?2 — 412

vl

|

1

Obliczmy pochodng korzystajac z wzoru (arcsinz)’ = —=—

5 -

%:%-rQ-ﬁ-T%.(4t.\/r2—4t2)'—(2t'.\/r2—4t2+2t~(\/m)/):
1 16t2-(r2—4t

L. U2 AP VAR g T g ot L L (r2 — 442)) =

rd—16t2.(r2—4t2)
- A4

4/r2 41244t (% L. (r2—4t2)")

2 /2 _ai2
=3 VA oAt — @V AP e (04 20) =
r2
2RV (0-42)

= —(2-\/T2—4t2+\/72+74t2'(—8t)):

/41612 (r2—4t2)

2r2 (Vr2—4t2)2+t-r2(=8t)  2:(vr2—4t2)2—8t> 2r2.(r2—4¢2)—8.r2.12 2(r?—a?)—8t?
VrZ—4t2. [r4—16t2.(r2 —412) Vr2—4t? V2 —42/r 16121246412 V242
_ 2rt—8r242-8r242 29281282 2160242 2021612 _
\/T2_4t2‘\/(rz_8tz)z Vr2—4¢2 Vr2—4t2.(r2—-812) Vr2—4¢2
2r2(r2=84%)  242-16t2 _  2r2 2421612 _ 1612

Vr2—4t2.(r2-8t2) Vr2—4t2 T \/r2 442 V242 T \/r2—4e?

Znajdzmy czas, w ktorym cieciwa przebya droge %r:

1., _ 1
57’—2t = t—z?”

Zatem:



Si(lr) = oGn® 165 P22 r o _ 2r _ 2/3r
4

2
\/7"274-(&7")2 \/7"274-11—67’2 \/r27ir2 3y2 ‘/gr V3 V3 3

W chwili, w ktorej cieciwa M N przebedzie droge %r, pole odcinka kota S| bedzie sie

zwieckszato z predkoscia @, natomiast pole pozostatego odcinka kota bedzie malato

z predkoscia —@.
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