
6.210.
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Obliczmy pochodn¡ funkcji y = f(x):

y′ = [(a
2
3 − x 2

3 )
3
2 ]′ = 3

2
· (a 2

3 − x 2
3 )

3
2
−1 · (a 2

3 − x 2
3 )
′
= 3

2
· (a 2

3 − x 2
3 )

1
2 · (0− 2

3
· x 2

3
−1) =

= 3
2
· (a 2

3 − x 2
3 )

1
2 · (−2

3
· x− 1

3 ) = −x− 1
3 · (a 2

3 − x 2
3 )

1
2

Styczna do wykresu funkcji y = f(x) w dowolnym punkcie A = (p, q) ma równanie:

u = bv + c (gdzie u - jest zmienn¡ zale»n¡, v - zmienn¡ niezale»n¡ a b, c s¡ staªymi)

Poniewa» pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie równa si¦ wspóªczynnikowi k¡towemu

stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tgα = b = −p− 1
3 · (a 2

3 − p 2
3 )

1
2 (2)

W punkcie B przeci¦cia stycznej z osi¡ y mamy:

u = b · 0 + c

u = c

⇓

B = (0, c)

W punkcie C przeci¦cia stycznej z osi¡ x mamy:

0 = b · v + c

v = − c
b

⇓

C = (− c
b
, 0)

Dªugo±¢ odcinka pomi¦dzy tymi dwoma punktami wynosi:

|BC| =
√
(− c

b
− 0)2 + (0− c)2 =

√
(− c

b
)2 + (−c)2 =

√
( c
b
)2 + c2 =

√
c2

b2
+ b2·c2

b2
= |c|
|b| ·
√
1 + b2 (3)

W punkcie A = (p, q) na stycznej mamy:
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q = b · p+ c

c = q − bp (4)

Podstawiaj¡c teraz (2) i (4) do (3) mamy:

|BC| = |q−bp|
|−p−

1
3 ·(a

2
3−p

2
3 )

1
2 |
·
√

1 + [−p− 1
3 · (a 2

3 − p 2
3 )

1
2 ]2 = |q−p·[−p−

1
3 ·(a

2
3−p

2
3 )

1
2 ]|

|p−
1
3 ·(a

2
3−p

2
3 )

1
2 |

·
√
1 + p−

2
3 · (a 2

3 − p 2
3 ) (5)

Ale punkt A = (p, q) le»y tak»e na krzywej (1), wi¦c speªnia tak»e jej równanie:

q = (a
2
3 − p 2

3 )
3
2

Podstawmy to do (5):

(5) = |(a
2
3−p

2
3 )

3
2+p

2
3 ·(a

2
3−p

2
3 )

1
2 |

|p−
1
3 ·(a

2
3−p

2
3 )

1
2 |

·
√
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2
3 · (a 2

3 − p 2
3 ) = |(a

2
3−p

2
3 )

2
2+p

2
3 |

|p−
1
3 |

·
√
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2
3 · (a 2
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3 ) =

= |a
2
3−p

2
3+p

2
3 |

|p−
1
3 |

·
√

1 + p−
2
3 · (a 2

3 − p 2
3 ) = |a

2
3 |

|p−
1
3 |
·
√

1 + p−
2
3 · (a 2

3 − p 2
3 ) = |p 1

3 ·a 2
3 |·

√
1 + p−

2
3 · (a 2

3 − p 2
3 ) =

= |p 1
3 · a 2

3 | ·
√
1 + a

2
3

p
2
3
− p

2
3

p
2
3
= |p 1

3 · a 2
3 | ·

√
1− 1 + a

2
3

p
2
3
= |p 1

3 · a 2
3 | ·

√
(a

1
3

p
1
3
)2 = |p 1

3 · a 2
3 | · |a

1
3

p
1
3
| =

= |a 2
3 | · |a 1

3 | = |a 2
3
+ 1

3 | = |a| = const, co nale»aªo udowodni¢

6.211.

y = x2 + px+ q (1)

Obliczamy pochodn¡ powy»szej funkcji:

y′ = (x2 + px+ q)′ = 2x+ p+ 0 = 2x+ p

O± odci¦tych ma równanie: y = 0 (2)

Styczna do wykresu funkcji ma równanie: y = ax+ b (3)

Poniewa» pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie równa si¦ wspóªczynnikowi k¡towemu

stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem bior¡c pod uwag¦ (2) ∧ (3), mamy:

tgα = a = 0 = 2u+ p dla A = (u, 0) - punktu styczno±ci

⇓

p = −2u

u = −1
2
p

Poniewa» punkt A le»y tak»e na krzywej (1), wi¦c speªnia tak»e jej równanie:

0 = u2 + p · u+ q
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0 = (−1
2
p)2 + p · (−1

2
p) + q

0 = 1
4
p2 − 1

2
p2 + q / · 4

0 = p2 − 2p2 + 4q

0 = −p2 + 4q

p2 − 4q = 0

Zatem wspóªczynniki p i q w równaniu danym w zadaniu powinny speªnia¢ nast¦puj¡cy

warunek: p2 − 4q = 0

6.212.

y = x3 + px+ q (1)

Obliczmy najpierw pochodn¡ powy»szej funkcji:

y′ = (x3 + px+ q)′ = 3x2 + p+ 0 = 3x2 + p

O± Ox ma równanie y = 0 ∧ x > 0 (2)

Styczna do wykresu funkcji ma równanie y = ax+ b (3)

Poniewa» pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie równa si¦ wspóªczynnikowi k¡towemu

stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tgα = a ∧ (2) ∧ (3)

⇓

a = 0 = 3u2 + p dla A = (u, 0) ∧ u > 0

⇓

3u2 = −p

u2 = −1
3
p ⇒ −1

3
p > 0 ⇒ p 6 0

u =
√
−1

3
p

Ponierwa» punkt A le»y na krzywej (1), wi¦c:

0 = (
√
−1

3
p)3 + p ·

√
−1

3
p+ q

0 = (−1
3
p)

3
2 + p · (−1

3
p)

1
2 + q

0 = (1
3
)
3
2 · (−p) 3

2 + (1
3
)
1
2 · (−p) 3

2 + q

0 = (−p) 3
2 · [(1

3
)
3
2 + (1

3
)
1
2 ] + q

−(−p) 3
2 · [(1

3
)
3
2 + (1

3
)
1
2 ] = q /2
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(−p)3 · [(1
3
)
3
2 + (1

3
)
1
2 ]2 = q2

(−p)3 · [(1
3
)3 + 2 · (1

3
)
3
2 · (1

3
)
1
2 + 1

3
] = q2

(−p)3 · 1
3
· [(1

3
)2 + 2 · (1

3
)
1
2 · (1

3
)
1
2 + 1] = q2

−1
3
· p3 · (1

9
+ 2 · 1

3
+ 1) = q2

−1
3
· p3 · (1

9
+ 6

9
+ 9

9
) = q2

−1
3
· p3 · 16

9
= q2

− 1
27
· p3 · 42 = q2

−(1
3
p)3 · 42 = q2 / : 42

−(1
3
p)3 = (1

4
q)2

(1
3
p)3 + (1

4
q)2 = 0

Zatem wspóªczynniki p i q w równaniu danym w zadaniu powinny speªnia¢ nast¦puj¡cy

zwi¡zek: (1
3
p)3 + (1

4
q)2 = 0

6.213.

y = lnx x > 0 S =?

Aby styczna do wykresu funkcji y = lnx byªa równolegªa do prostej y = 2x, musi mie¢ ona

posta¢: y = 2x+ b.

Pochodna funkcji danej w zadaniu wynosi:

y′ = (lnx)′ = 1
x

Poniewa» pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie równa si¦ wspóªczynnikowi k¡towemu

stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

S = (p, q), tgα = 2 = 1
p
⇒ p = 1

2

Poniewa» punkt S le»y tak»e na wykresie funkcji y = lnx, wi¦c:

q = lnp ⇔ q = ln1
2
= ln2−1 = −ln2

Warunek zadania jest wi¦c speªniony w punkcie S = (1
2
,−ln2).
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6.214.

y = sinx, y = cosx, α =?

Funkcje sinx i cosx przecinaj¡ si¦ w punktach:

x = k · π + π
4
, k ∈ C

Poniewa» funkcje te s¡ okresowe i jedna z nich jest przesuni¦ciem w poziomie drugiej, wi¦c

wystarczy, »e znajdziemy k¡t przeciecia w punkcie x = π
4
. Ich warto±¢ w tym punkcie

wynosi y =
√
2
2
, S = (π

4
,
√
2
2
)

Pochodne obu funkcji wynosz¡:

y′ = (sinx)′ = cosx y′ = (cosx)′ = −sinx

f ′(π
4
) = cosπ

4
=
√
2
2

f ′(π
4
) = −sinπ

4
= −

√
2
2

Poniewa» pochodna funkcji y = f(x) w danym punkcie równa si¦ wspóªczynnikowi

k¡towemu stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie, zatem:

tgβ =
√
2
2

(1) tgγ = −
√
2
2

(1)

tg(π − γ) = −tgγ =
√
2
2

(2)
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(1) ∧ (2) ⇒ β = π − γ ⇒ ≮ (TSO) = 1
2
α

tg(1
2
α) = |OT |

|ST |

tg(1
2
α) = π

4
· (
√
2
2
)−1 = π

4
· 2√

2
= π

2
√
2
= π·

√
2

2
√
2·
√
2
= π·

√
2

4
= π

4
·
√
2

Skorzystajmy teraz z wzoru:

tg(α + β) = tgα+tgβ
1−tgα·tgβ

tgα = tg(1
2
α + 1

2
α) =

tg( 1
2
α)+tg( 1

2
α)

1−tg( 1
2
α)·tg( 1

2
α)

=
π
4
·
√
2+π

4
·
√
2

1−(π
4
·
√
2)2

=
π
2
·
√
2

1− 2π2

16

=
√
2π

2− 2π2

8

=
√
2π

2−π2
4

= 4·
√
2π

8−π2 =
√
2 · 4π

8−π2

Zatem funkcje y = sinx i y = cosx przecinaj¡ si¦ pod k¡tem, dla którego tgα =
√
2 · 4π

8−π2 .

6.215.

vP1P2 =
dl
dt
=?

Poniewa» ciaªo pierwsze porusza si¦ ruchem jednostajnym z prdko±ci¡ vP1 = 5km/h,

wi¦c odlegªo±¢ 10km pokona w czasie t = 2h.

Z wzoru kosinusów w trójk¡cie ∆OP1P2 mamy:

l2 = |OP1|2 + |OP2|2 − 2 · |OP1| · |OP2| · cos60◦

l2 = (5t)2 + (2t2 + t)2 − 2 · (5t) · (2t2 + t) · 1
2

l2 = 25t2 + 4t4 + 4t2 · t+ t2 − 5t · (2t2 + t)

l2 = 25t2 + 4t4 + 4t3 + t2 − 10t3 − 5t2

l2 = 4t4 − 6t3 + 21t2

l =
√
4t4 − 6t3 + 21t2
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vP1P2 =
dl
dt
= (
√
4t4 − 6t3 + 21t2)′ = 1

2
· 1√

4t4−6t3+21t2
· (4t4 − 6t3 + 21t2)′ =

= 16t3−18t2+42t2

2·
√
4t4−6t3+21t2

vP1P2(2) =
16·23−18·22+42·2

2·
√
4·24−6·23+21·22 = 16·8−18·4+84

2·
√
4·16−6·8+21·4 = 8·8−9·4+42√

64−48+84
= 64−36+42√

100
= 70

10
= 7

Zatem w chwili danej w zadaniu ciaªa b¦d¡ si¦ oddalaªy od siebie z pr¦dko±ci¡ 7km/h.

6.216.

dc
dt

= 4, db
dt

= 6, dα
dt

= −
√
3

10
(znak '-', bo k¡t w miar¦ upªywu czasu maleje)

c = x+ 4t = f(t), gdzie x - dªugo±¢ boku c w chwili t = 0

b = y + 6t = g(t), gdzie y - dªugo±¢ boku b w chwili t = 0

α = ϕ+ −
√
3

10
t = h(t), gdzie ϕ - k¡t mi¦dzy bokami b i c w chwili t = 0

Mamy:

P∆ = 1
2
· c · b · sinα

P∆(t) =
1
2
· f(t) · g(t) · sin(h(t))

dP∆
dt

= P ′∆(t) = [1
2
· f(t) · g(t) · sin(h(t))]′ = 1

2
· [f ′(t) · (g(t) · sin(h(t))) + f(t) · (g(t) · sin(h(t)))′] =

= 1
2
· [4 · g(t) · sin(h(t)) + f(t) · (g′(t) · sin(h(t)) + g(t) · (sin(h(t)))′)] =

= 1
2
· [4 · g(t) · sin(h(t)) + f(t) · (6 · sin(h(t)) + g(t) · cos(h(t)) · h′(t))] =

= 1
2
· [4 · g(t) · sin(h(t)) + f(t) · (6 · sin(h(t)) + g(t) · cos(h(t)) · (−

√
3

10
))]
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Uwzgl¦dniaj¡c warunki zadania, w chwili t = t0 mamy:

f(t0) = 20, g(t0) = 50, h(t0) = 30◦

v = P ′∆(t0) =
1
2
· [4 · g(t0) · sin(h(t0)) + f(t0) · (6 · sin(h(t0)) + g(t0) · cos(h(t0)) · (−

√
3

10
))] =

= 1
2
· [4 · 50 · sin30◦ + 20 · (6 · sin30◦ + 50 · cos30◦ · (−

√
3

10
))] =

= 1
2
· [200 · 1

2
+ 120 · 1

2
+ 1000 ·

√
3
2
· (−

√
3

10
)] = 1

2
· (100 + 60− 1000·

√
3
2

20
) = 1

2
· (160− 50 · 3) =

= 1
2
· (160− 150) = 1

2
· 10 = 5

Zatem pr¦dko±¢ zmiany pola trójk¡ta danego w zadaniu wynosi 5cm/s.

6.217.

v = 2 ∧ h(t) = v · t

⇓

h = 2t

Zastosujmy twierdzenie Pitagorasa do ∆OPM0:

h2 + (1
2
· |M0N0|)2 = r2

4t2 + 1
4
· |M0N0|2 = r2 / · 4

16t2 + |M0N0|2 = 4r2

|M0N0|2 = 4r2 − 16t2

|M0N0| =
√

4(r2 − 4t2)

|M0N0| = 2 ·
√
r2 − 4t2

Zastosujmy terqaz dwa wzory na pole trójk¡ta ∆OM0N0:
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1
2
· |M0N0| · h = 1

2
· r · r · sinα

|M0N0| · 2t = r2 · sinα

2 ·
√
r2 − 4t2 · 2t = r2 · sinα

sinα = 4t·
√
r2−4t2
r2

α = arcsin(4t·
√
r2−4t2
r2

)

Pole odcinka koªa S1 wynosi:

S1 =
r2

2
· (α− sinα)

S1 =
r2

2
· (arcsin(4t·

√
r2−4t2
r2

)− 4t·
√
r2−4t2
r2

)

S1 =
1
2
· r2 · arcsin(4t·

√
r2−4t2
r2

)− 2t ·
√
r2 − 4t2

Obliczmy pochodn¡ korzystaj¡c z wzoru (arcsinx)′ = 1√
1−x2 :

dS1

dt
= 1

2
· r2 · 1√

1− 16t2·(r2−4t2)

r4

· 1
r2
· (4t ·

√
r2 − 4t2)′ − (2t′ ·

√
r2 − 4t2 + 2t · (

√
r2 − 4t2)′) =

= 1
2
· (4t)

′·
√
r2−4t2+4t·(

√
r2−4t2)′√

r4−16t2·(r2−4t2)

r4

− (2 ·
√
r2 − 4t2 + 2t · 1

2
· 1√

r2−4t2 · (r
2 − 4t2)′) =

= 1
2
·
4·
√
r2−4t2+4t·( 1

2
· 1√

r2−4t2
·(r2−4t2)′)

√
r4−16t2·(r2−4t2)

r2

− (2 ·
√
r2 − 4t2 + t√

r2−4t2 · (0− 4 · 2t)) =

=
2r2·
√
r2−4t2+t· r2√

r2−4t2
·(0−4·2t)

√
r4−16t2·(r2−4t2)

− (2 ·
√
r2 − 4t2 + t√

r2−4t2 · (−8t)) =

= 2r2·(
√
r2−4t2)2+t·r2·(−8t)

√
r2−4t2·

√
r4−16t2·(r2−4t2)

− 2·(
√
r2−4t2)2−8t2√
r2−4t2 = 2r2·(r2−4t2)−8·r2·t2√

r2−4t2·
√
r4−16·r2·t2+64t4

− 2·(r2−4t2)−8t2√
r2−4t2 =

= 2r4−8·r2·t2−8·r2·t2√
r2−4t2·

√
(r2−8t2)2

− 2·r2−8t2−8t2√
r2−4t2 = 2r4−16·r2·t2√

r2−4t2·(r2−8t2) −
2·r2−16t2√
r2−4t2 =

2r2(r2−8·t2)√
r2−4t2·(r2−8t2) −

2·r2−16t2√
r2−4t2 = 2r2√

r2−4t2 −
2·r2−16t2√
r2−4t2 = 16t2√

r2−4t2

Znajd¹my czas, w którym ci¦ciwa przebya drog¦ 1
2
r:

1
2
r = 2t ⇒ t = 1

4
r

Zatem:
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S ′1(
1
4
r) =

16·( 1
4
r)2√

r2−4·( 1
4
r)2

=
16· 1

16
r2√

r2−4· 1
16
r2

= r2√
r2− 1

4
r2

= r2√
3
4
r2

= r2√
3·r
2

= 2r2√
3·r =

2r√
3
= 2

√
3r
3

W chwili, w której ci¦ciwa MN przeb¦dzie drog¦ 1
2
r, pole odcinka koªa S1 b¦dzie si¦

zwi¦kszaªo z pr¦dko±ci¡ 2
√
3r
3

, natomiast pole pozostaªego odcinka koªa b¦dzie malaªo

z pr¦dko±ci¡ −2
√
3r
3

.
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