
8.3.

|z| < 4

z = a+ bi

Liczb¦ t¡ mo»emy przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej:

a+ bi = r(cosϕ+ i · sinϕ),

gdzie r =
√
a2 + b2 jest moduªem, czyli:

|z| = r =
√
a2 + b2

⇓
−4 <

√
a2 + b2 < 4

0 6
√
a2 + b2 < 4 /2

0 6 a2 + b2 < 42

Zatem nierówno±¢ dan¡ w zadaniu speªniaj¡ liczby zespolone, których cz¦±ci rzeczywiste oraz urojone

tworz¡ na pªaszczy¹nie punkty nale»¡ce do wn¦trza okr¦gu o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych

i promieniu 4.

8.4.

|z| < 2 i 0 < ϕ < π
2

Podobnie jak w zadaniu 8.3 nierówno±¢ |z| < 2 speªniaj¡ punkty nale»¡ce do wn¦trza okr¦gu o ±rodku

w pocz¡tku ukªadu wspóªrzednych i promieniu 2. Dodatkowo warunek 0 < ϕ < π
2
ogranicza rozwi¡zanie

do wn¦trza powy»szego okr¦gu znajduj¡cego si¦ w pierwszej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych bez punktów

le»¡cych na osiach rzeczywistej i urojonej.

8.5.

|z − 3 + 4i| < 5

z = a+ bi, wi¦c nierówno±¢ przybiera posta¢:

|a+ bi− 3 + 4i| < 5

|(a− 3) + i · (b+ 4)| < 5

|(a− 3) + i · (b+ 4)| = r =
√

(a− 3)2 + (b+ 4)2√
(a− 3)2 + (b+ 4)2 < 5 /2

(a− 3)2 + (b+ 4)2 < 52

Powy»szy warunek speªniaj¡ punkty nale»¡ce do wn¦trza okr¦gu o ±rodku w punkcie P = (3,−4) le»¡cym

na pªaszczy¹nie liczb urojonych (czyli w punkcie 3− 4i) i promieniu 5.

8.6.

a). |z| = 3

Mamy z = a+ bi = r(cosϕ+ i · sinϕ) oraz |a+ bi| = r =
√
a2 + b2, zatem:
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|z|=
√
a2 + b2 = 3 /2

a2 + b2 = 32

Czyli równanie dane w zadaniu speªniaj¡ punkty le»¡ce na okr¦gu o ±rodku w pocz¡tku ukªadu\

wspóªrz¦dnych liczb urojonych i promieniu 3.

b). ϕ = π
4

Mamy z = a+ bi = r(cosϕ+ i · sinϕ) oraz |a+ bi| = r =
√
a2 + b2, sk¡d:

cosϕ = a
r

= a√
a2+b2

cosπ
4

=
√
2
2

a√
a2+b2

(1)

sinϕ = b
r

= b√
a2+b2

sinπ
4

=
√
2
2

= b√
a2+b2

(2)

(1) ∧ (2) ⇒ a√
a2+b2

= b√
a2+b2

⇒ a = b

Ostatni warunek a zarazem warunki tego zadania speªnione s¡ dla póªprostej wychodz¡cej z pocz¡tku

ukªadu wspóªrz¦dnych w pierwszej ¢wiartce pªaszczyzny urojonej oraz tworz¡cej z osi¡ rzeczywist¡

k¡t π
4
.

8.7.

−5 = −5 + i · 0 = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r · cosϕ = −5 (1) ∧ r · sinϕ = 0 (2)

(1) ∧ (2) ⇒ r 6= 0 ∧ sinϕ = 0 ⇒ ϕ = π ∨ ϕ = 2π (3)

Podnie±my oba równania (1) i (2) stronami do kwadratu i dodajmy stronami:

r2 · cos2ϕ+ r2 · sin2ϕ = (−5)2 + 02

r2 · (sin2ϕ+ cos2ϕ) = 25

r2 = 25

r = 5 (bo r > 0)

Podstawmy r = 5 do (1):

5 · cosϕ = −5

cosϕ = −1

m
ϕ = π (4)

Warunki (3) i (4) s¡ jednocze±nie speªnione dla ϕ = π.

Zatem rozwi¡zaniem zadania jest: −5 = 5 · (cosπ + i · sinπ)
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8.8.

2i = 0 + 2i = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

⇓
r · cosϕ = 0 (1) ∧ r · sinϕ = 2 (2) r > 0 (3)

(1) ∧ (3) ⇒ cosϕ = 0 ⇒ ϕ = π
2
∨ ϕ = 3

2
π

Zatem musi zachodzi¢ r · sinπ
2

= 2 ∨ r · sin3π
2

= 2

r = 2
1

∨ r = 2
−1

r = 2 ∨ r = −2

Po uwzgl¦dnieniu (3) zostaje r = 2. Ostatecznie liczba 2i ma nast¦puj¡c¡ posta¢

trygonometryczn¡: 2i = 2 · (cosπ
2

+ i · sinπ
2
)

8.9.

1 + i = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r · cosϕ = 1 (1) ∧ r · sinϕ = 1 (2) r > 0 (3)

ale r =
√
a2 + b2 =

√
1 + 1 =

√
2, zatem:

cosϕ = 1√
2

sinϕ = 1√
2

cosϕ =
√
2
2

sinϕ =
√
2
2

Powy»sze dwie równo±ci zachodz¡ dla ϕ = π
4
. Zatem liczba 1+i ma nast¦puj¡c¡ posta¢ trygonometryczn¡:

1 + i =
√

2 · (cosπ
4

+ i · sinπ
4
)

8.10.√
3 + i = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r =
√
a2 + b2 =

√√
3
2

+ 1 =
√

3 + 1 =
√

4 = 2

cosϕ = a
r

=
√
3
2

sinϕ = b
r

= 1
2

⇓ ⇓
ϕ = π

6
∨ ϕ = 2π − π

6
(1) ϕ = π

6
∨ ϕ = π − π

6
(2)

(1) ∧ (2) ⇔ ϕ = π
6

Zatem liczba
√

3 + i ma nast¦puj¡c¡ posta¢ trygonometryczn¡:√
3 + i = 2 · (cosπ

6
+ i · sinπ

6
)

3



8.11.
1+i
1−i = 1+i

1−i ·
1+i
1+i

= (1+i)2

(1−i)(1+i) = 12+2i+i2

12−i2 = 1+2i+(−1)
1−(−1) = 2i

1+1
= 2i

2
= i

8.12.
2i
1+i

= 2i
1+i
· 1−i
1−i = 2i·(1−i)

(1+i)·(1−i) = 2i−2i2
12−i2 = 2i−2·(−1)

1−(−1) = 2i+2
1+1

= 2(i+1)
2

= i+ 1 = 1 + i

8.13.
4−3i
4+3i

= 4−3i
4+3i
· 4−3i
4−3i = (4−3i)2

42−(3i)2 = 42−2·4·3i+(3i)2

16−9·i2 = 16−24i+9·i2
16−9·(−1) = 16−24i+9·(−1)

16+9
= 16−24i−9

25
= 7−24i

25
=

= 7
25
− 24

25
i = 1

25
· (7− 24i)

8.14.
√
−3− 4i

Przedstawmy liczb¦ zespolon¡ −3− 4i w postaci trygonometrycznej:

−3− 4i = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r2 = (−3)2 + (−4)2

r2 = 9 + 16

r2 = 25

r = 5

cosϕ = a
r

= −3
5

sinϕ = b
r

= −4
5

Widzimy, »e nie mo»na bez tablic okre±li¢ k¡ta ϕ. Dlatego przedstawmy liczb¦ dan¡

w zadaniu nastepuj¡co:
√
−3− 4i = a+ bi

Bo jest to liczba zespolona. Nast¦pnie podnie±my obie strony równania do kwadratu:

−3− 4i = (a+ bi)2

−3− 4i = a2 + 2abi+ b2i2

−3− 4i = a2 + 2abi+ b2 · (−1)

−3− 4i = (a2 − b2) + 2abi

⇓
−3 = a2 − b2 (1) ∧ −4 = 2ab (2)

ab = −2

a = −2
b

Podstawmy a do (1):

−3 = (−2
b

)2 − b2
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−3 = 4
b2
− b2

−3b2 = 4− b4

b4 − 3b2 − 4 = 0

Podstawmy b2 = p:

p2 − 3p− 4 = 0

∆ = (−3)2 − 4 · 1 · (−4) = 9 + 16 = 25√
∆ = 5

p1 = −(−3)−5
2·1 p2 = −(−3)+5

2·1

p1 = 3−5
2

p2 = 3+5
2

p1 = −2
2

p2 = 8
2

p1 = −1 p2 = 4

Zatem b2 = −1 ∨ b2 = 4, ale b ∈ R wi¦c rozwi¡zanie ujemne odpada.

b2 = 4

m
b1 = −2 ∨ b2 = 2

Teraz otrzymujemy a:

a1 = −2
−2 = 1

a2 = −2
2

= −1

Czyli liczba dana w zadaniu jest równa:
√
−3− 4i = 1− 2i ∨

√
−3− 4i = −1 + 2i

m
√
−3− 4i = ±(1− 2i)

8.15.
√

8 + 6i

Przedstawmy powy»sz¡ liczb¦ nastepuj¡co:
√

8 + 6i = a+ bi /2

8 + 6i = (a+ bi)2

8 + 6i = a2 + 2abi+ b2i2

8 + 6i = a2 + 2abi+ b2 · (−1)

8 + 6i = (a2 − b2) + 2abi

⇓
8 = a2 − b2 (1) ∧ 6 = 2ab (2)

ab = 3

a = 3
b

Podstawmy a do (1):
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8 = (3
b
)2 − b2

8 = 9
b2
− b2 / · b2

8b2 = 9− b4

b4 + 8b2 − 9 = 0

Podstawmy b2 = p:

p2 + 8p− 9 = 0

∆ = 82 − 4 · 1 · (−9) = 64 + 36 = 100√
∆ = 10

p1 = −8−10
2

p2 = −8+10
2

p1 = −18
2

p2 = 2
2

p1 = −9 p2 = 1

Poniewa» b ∈ R wi¦c jej kwadrat musi by¢ liczb¡ nieujemn¡. Bie»emy wi¦c pod uwag¦

tylko warto±¢ p2:

b2 = p2 = 1

m
b1 = −1 ∨ b2 = 1

Teraz otrzymujemy a:

a1 = 3
−1 = −3

a2 = 3
1

= 3

Ostatecznie liczba dana w zadaniu jest równa:
√

8 + 6i = −3− i ∨
√

8 + 6i = 3 + i

m
√

8 + 6i = ±(3 + i)

8.16.

(1 + i)10

Przedstawmy liczb¦ 1 + i w postaci trygonometrycznej:

1 + i = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r =
√

12 + 12 =
√

2

cosϕ = 1√
2

=
√
2
2

sinϕ = 1√
2

=
√
2
2

⇓
ϕ = π

4

Mamy wi¦c:

1 + i =
√

2 · (cosπ
4

+ i · sinπ
4
)

m
(1 + i)10 = [

√
2 · (cosπ

4
+ i · sinπ

4
)]10
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Zastosujmy wzór Moivre'a:

(1+i)10 =
√

2
10·[cos(10·π

4
)+i·sin(10·π

4
)] = (

√
2
2
)5·[cos(5·π

2
)+i·sin(5·π

2
)] = 25·[cos(4π

2
+π

2
)+i·sin(4π

2
+π

2
)] =

= 32 · [cos(2π + π
2
) + i · sin(2π + π

2
)] = 32 · (cosπ

2
+ i · sinπ

2
) = 32 · (0 + i · 1) = 32i

Liczba dana w zadaniu równa si¦ 32i.

8.17.

(2 + i ·
√

12)5

Przedstawmy pot¦gowan¡ liczb¦ w postaci trygonometrycznej:

2 + i ·
√

12 = r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r =

√
22 +

√
12

2
=
√

4 + 12 =
√

16 = 4

cosϕ = 2
4

= 1
2

sinϕ =
√
12
4

= 2
√
3

4
=
√
3
2

⇓
ϕ = π

3

Zatem:

(2 + i ·
√

12)5 = [4 · (cosπ
3

+ i · sinπ
3
)]5 = (stosujemy wzórMoivre′a) = 45 · (cos5π

3
+ i · sin5π

3
) =

= 210 · [cos(5π
3
− 2π) + i · sin(5π

3
− 2π)] = 210 · [cos(5π−6π

3
) + i · sin(5π−6π

3
)] = 210 · [cos(−π

3
) + i · sin(−π

3
)] =

= 210 · [cosπ
3

+ i · (−sinπ
3
)] = 210 · (cosπ

3
− i · sinπ

3
) = 210 · (1

2
− i ·

√
3
2

) = 29 · (1−
√

3 · i) = 512 · (1−
√

3 · i)

8.18.

(1 + cosπ
3

+ i · sinπ
3
)6

(1 + cosπ
3

+ i · sinπ
3
)6 = (1 + 1

2
+ i ·

√
3
2

)6 = (3
2

+ i ·
√
3
2

)6

Przedstawmy pot¦gowan¡ liczb¦ w postaci trygonometrycznej:
3
2

+ i ·
√
3
2

= r · (cosϕ+ i · sinϕ)

r =
√

(3
2
)2 + (

√
3
2

)2 =
√

9
4

+ 3
4

=
√

12
4

=
√

3

cosϕ =
3
2√
3

= 3
2
√
3

= 3
√
3

2·3 =
√
3
2

(1)

sinϕ =

√
3

2√
3

=
√
3

2
√
3

= 1
2

(2)

(1) ∧ (2) ⇒ ϕ = π
6

Zatem:
3
2

+ i ·
√
3
2

=
√

3 · (cosπ
6

+ i · sinπ
6
)

(3
2

+ i ·
√
3
2

)6 = [
√

3 · (cosπ
6

+ i · sinπ
6
)]6 = (stosujemy wzórMoivre′a) = (3

1
2 )6 · [cos(6 · π

6
) + i · sin(6 · π

6
)] =

= 33 · (cosπ + i · sinπ) = 27 · (−1 + i · 0) = −27
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