8.3.

|z] < 4

z=a+b

Liczbe ta mozemy przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej:

a+bi =r(cosp +1- sing),

gdzie r = va? + b? jest modultem, czyli:

|z| = r = Va2 +1?

Y

—4 < Va2 + 12 <4

0<Va2+b2 <4 )2

0<a®+b*<4?

Zatem nieréwno$¢ dana w zadaniu spelniaja liczby zespolone, ktorych czesci rzeczywiste oraz urojone
tworza na plaszczyznie punkty nalezace do wnetrza okregu o $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych

1 promieniu 4.

8.4.

2] <2i0< <3

Podobnie jak w zadaniu 8.3 nier6wnos$¢ |z| < 2 spelniaja punkty nalezace do wnetrza okregu o srodku
w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu 2. Dodatkowo warunek 0 < ¢ < 7 ogranicza rozwigzanie
do wnetrza powyzszego okregu znajdujacego sie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspolrzednych bez punktow

lezacych na osiach rzeczywistej i urojone;j.

8.5.

|z —3+4i| <5

2z = a + bi, wiec nieré6wnos$¢ przybiera postac:
la+bi—3+4+4i| <5

(a—3)+i-(b+4) <5
(a=3)+i-(b+4)=r=+/(a—3)2+ (b+4)>
V@—3P+ 0+ 7 <5 /2

(a—3)?+ (b+4)* <5?

Powyzszy warunek spetniaja punkty nalezace do wnetrza okregu o $rodku w punkcie P = (3, —4) lezacym

na plaszcezyznie liczb urojonych (czyli w punkcie 3 — 44) i promieniu 5.

8.6.
a). |z| =3
Mamy z = a + bi = r(cosp + i - siny) oraz |a + bi| = r = va? + b2, zatem:



|z|= Va2 + 0?2 =3 /?
a’ +1? = 32
Czyli rownanie dane w zadaniu spelniaja punkty lezace na okregu o srodku w poczatku uktadu'

wspotrzednych liczb urojonych i promieniu 3.

b). p=7%
Mamy z = a + bi = r(cosp + i - sing) oraz |a + bi| = r = Va? + b?, skad:
cosp = & = \/(12‘1?
cosy = 72\/a2aW (1)
o _b_ __b
sing = = 7=
sin% = L2 = \/azbﬁ (2)
1 A 2 = \/aza_,_bz = \/a2b+b2 = a=b

Ostatni warunek a zarazem warunki tego zadania spelnione sg dla pélprostej wychodzacej z poczatku
uktadu wspotrzednych w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny urojonej oraz tworzacej z osia rzeczywista
kat 7.

8.7.

—5=—-5+4+i-0=r-(cosp+1i-sinp)

r-cosp=-=5 (1) AN r-sing=0 (2)

(1) A (2) = r£0 AN sing=0 = p=71V ¢=2m1 (3)
Podniesmy oba réwnania (1) i (2) stronami do kwadratu i dodajmy stronami:
r? - cos’p +1r? - sin*¢ = (=5)? + (02

r? - (sin*@ + cos’p) = 25

r? =25

r=25 (bor>0)
Podstawmy r =5 do (1):
D cosp = —H

cosp = —1

)

p=m (4)

Warunki (3) i (4) sa jednoczesnie spelnione dla ¢ = 7.

Zatem rozwiazaniem zadania jest: —5 =5 (cosm + i - sinm)



8.8.

20=04+2i=r-(cosp+1i-siny)

\

r-cosp=0 (1) A r-sing =2 (2) r>0 (3)
(1) A (3) = cosp=0 = =2 V p=3ir
Zatem musi zachodzi¢ r - sinT =2 V r-sin3k =2

2 2
r= % V r= %

r=2 V r=-=2

Po uwzglednieniu (3) zostaje r = 2. Ostatecznie liczba 2i ma nastepujaca postac

trygonometryczng: 2i = 2 - (cos§ +1 - sin%)

8.9.
14+i=r-(cosp+i-sinp)
r-cosp =1 (1) A r-sing =1 (2) r>0 (3)

ale r = Va2 + 02 = 1+ 1 = /2, zatem:
1 1

cosp = 73 Sin(p — 7
cosp = \/75 sy = ‘/7§

Powyzsze dwie rownosci zachodzg dla ¢ = 7. Zatem liczba 1+ ma nast¢pujacg postac trygonometryczng:
1+i=+2(cosT +i-sinT)

8.10.
V3+i=r-(cosp+i-sing)

r=VET R =\V3 1= VErl=Vi=2

cosp= 8 = f simp = =}
\[8 \[8
=% VvV p=21-% (1) p=%5 VvV p=1—-% (2)

(1) A (2) & o=
Zatem liczba v/3 4 7 ma nastepujaca postaé¢ trygonometryczna;
V3+4i=2(cosZ +i-sink)

ol



8.11.

I4i 14 144 (492 124924442 142i4(=1) 2% _ 2% —

1— — 1—i 14 (A—9(+q) 122 — “1-(-1) _ 1+1 2 —

8.12.

20 20 1—i o 20(1—i) 0 2i-2i2 _ 2i—2(=1) _ 2042 _ 2(i41) _ o .

I+~ I+ 1—  (Qr)-(l—e) 12— — 1-(-1) — 1+1 2 i+l=1+1

8.13.

4-3i _ 4-3i  4-3i _ (4-30)° _ 4°-243i+(3)% _ 16-24i+9.i> __ 16-24i+9-(=1) _ 16-24i-9 _ 7-24i _
443~ 4+3i 4-30  42—-(3)2 16—9-:2 — 16-9(-1) 1649 25 25
=T _ 24, _ 1 (7 _94

=55 — 550 = 55 (T — 241)

8.14.
vV—3—4
Przedstawmy liczbe zespolona —3 — 47 w postaci trygonometryczne;j:

—3—4di=r-(cosp+1i- sing)

r? = (=3)% + (—4)?
r?=9+16

r? =25

r=2>5
cosgpz%:_?g
sz’n@:%:%

Widzimy, ze nie mozna bez tablic okresli¢ kata . Dlatego przedstawmy liczbe dana

w zadaniu nastepujaco:

vV—3—4i=a+bi

Bo jest to liczba zespolona. Nastepnie podnie$my obie strony réwnania do kwadratu:

—3 —4i = (a+ bi)?

—3 — 4i = a® + 2abi + b*?

-3 —4i =a®+2abi +b*- (—1)
-3 —4i = (a® — b?) + 2abi

4

-3=a*>-0 (1) AN —4=2a (2
ab = —2
a:__z

b
Podstawmy a do (1):

3= () -



-3 = —b?

30 =4—-p*

bt —3b2 —4=0

Podstawmy b? = p:

pPP—3p—4=0
A=(-32-4-1-(—4)=9+16=25
VA =

P = % P2 = — 72.31)%
P11 = 32;5 p2 = %

b1 = _72 b2 = %
p=-1 p2 =4
Zatem V> = —1 Vv b* =4, ale b € R wiec rozwigzanie ujemne odpada.
b? =4

)

b1:—2 V b2:2

Teraz otrzymujemy a:

Czyli liczba dana w zadaniu jest rowna:
vV—3—41=1-2¢ \% V=3—-—4di=-1+2
)

V=3—4i==+(1-2)

8.15.

V8 +6i

Przedstawmy powyzsza liczbe nastepujaco:

V8+6i=a+bi /?

8 + 6i = (a + bi)?

8 + 6i = a® + 2abi + b*i?

8 + 6i = a® + 2abi + b* - (—1)

8 + 61 = (a® — b%) + 2abi

Y

8=a’—-0> (1) A 6=2ab (2
ab =3

w

b
Podstawmy a do (1):



8=(3)?—0?
8= —b* /- b?

8?2 =9 — b

b+ 80 —9 =10
Podstawmy b? = p:
PP+8—-9=0

A=8—4-1-(=9) =64+ 36=100
VA =10

py = =510 pp = =510
p1 = _718 D2 = %
pr=-9 Py =1

Poniewaz b € R wiec jej kwadrat musi by¢ liczbg nieujemna. Biezemy wiec pod uwage
tylko wartosé po:

b =p,=1

)

bp=—1 VvV b=1

Teraz otrzymujemy a:

a; = _il =-3

Ay = % =3

Ostatecznie liczba dana w zadaniu jest rowna:
V8 +6i=—-3—i v V8 +6i=34+1
)

V84 6i = £(3+1)

8.16.
(1414)™
Przedstawmy liczbe 1 4 ¢ w postaci trygonometryczne;j:

L+i=r-(cosp+i-siny)

r=VIZT =2

coswzﬁiz‘g sincpz\%:‘g
Y
=1
Mamy wiec:

1+i=+2(cosT +i-sink)

0

(144)"° = [V2 (cos] +i - sinF)]'°



Zastosujmy wzor Moivre’a:
(1+44)10 = \/510{008(10-%)+i~sin(10-§)] = (\/52)5-[cos(5-£)+i-sin(5~g)] = 2% [cos(F+2)+i-sin(F+5)] =
=32 [cos(2m + 5) 4+ i sin(2n 4+ §)] =32 - (cos +i-sinf) =32 (047 1) =32

Liczba dana w zadaniu réwna sie 32i.

8.17.
(2+i-12)°
Przedstawmy potegowang liczbe w postaci trygonometrycznej:

2+i-\/12:r-(cosg0—|—z’-sm<p)
=1\/22+ V12 =4+ 12=+/16

=4
cosp=2=1 szmp—TH:—‘[:\/Tg
4
p=3
Zatem:
(24i-V12)° = [4- (cosZ +i - sinZ)]® = (stosujemywzér Moivre'a) = 4° - (cos®F + i - sin®F) =
=210 [cos(%F —2m) + i - sin(5F — 2m)] = 210 [cos(P550%) + i - sin(PE59T)] = 210+ [cos(—F) + i - sin(—F)] =

=20 [cosE +i-(—sinf)] =2'0- (cosk —i-sinf) =20 (3 —i- %):29-(1—\/g-z'):512-(1—\/§-i)

8.18.

(1+cosk +i-sin%)°

(14 cosT +i-sinT)0 = (141 47 ¥3)06 = (2 4. L35
Przedstawmy potegowang liczbe w postaci trygonometrycznej:
S0 =r-(cosp+i-sing)

P @ By = firi- B

Zatem:

Sy f =3 (cosG +i - sing)

(S +i- %)6 = [V3: (cosE +i-sinZ)]® = (stosujemy wzér Moivre'a) = (3
=33 (cosm +1i-sinm) =27 (=1+41i-0) = —27

N |=

)° - [cos(6- %) +1i- sin(6- T)] =



