
8.19.

(1+i√
2

)26

(1+i√
2

)26 = ( 1

2
1
2

)26 · (1 + i)26 = 1
213
· (1 + i)26

Przedstawmy liczb¦ zespolon¡ w nawiasie w postaci trygonometrycznej:

1 + i = r · (cosϕ+ isinϕ)

r =
√

12 + 12 =
√

2

cosϕ = 1√
2

=
√
2
2

(1)

sinϕ = 1√
2

=
√
2
2

(2)

(1) ∧ (2) ⇒ ϕ = π
4

Zatem (1 + i) =
√

2 · (cosπ
4

+ isinπ
4
) i nasza liczba przybiera posta¢:

(1+i√
2

)26 = 1
213
· [
√

2 · (cosπ
4

+ isinπ
4
)]26

Po zastosowaniu wzore Moivre'a dostajemy:

1
213
· [
√

2 · (cosπ
4

+ isinπ
4
)]26 = 1

213
· (2 1

2 )26 · [cos(26 · π
4
) + isin(26 · π

4
)] = 1

213
· 213 · [cos(13π

2
) + isin(13π

4
)] =

= cos(12π+π
2

) + isin(12π+π
4

) = cos(6π + π
2
) + isin(6π + π

2
) = cos(3 · 2π + π

2
) + isin(3 · 2π + π

2
) =

= (okresowość funkcji sin i cos) = cosπ
2

+ isinπ
2

= 0 + i · 1 = i

8.20.

(
√
3−i
2

)12

(
√
3−i
2

)12 = 1
212
· (
√

3− i)12

Przedzstawmy liczb¦ zespolon¡ w nawiasie w postaci trygonometrycznej:

√
3− i = r · (cosϕ+ isinϕ)

r =

√√
3
2

+ (−1)2 =
√

3 + 1 =
√

4 = 2

cosϕ =
√
3
2

(1)

sinϕ = −1
2

= −1
2

(2)

(1) ∧ (2) ⇒ ϕ le»y w 4-tej ¢wiartce ⇒ {stosujemy wzory:} (cosα = cos(−α) ∧ −sinα = sin(−α)) ∧

1



(cosπ
6

=
√
3
2
∧ sinπ

6
= 1

2
) ⇒ cos(−π

6
) =

√
3
2
∧ sin(−π

6
) = −1

2
⇒ cos(−π

6
) =

√
3
2
∧ sin(−π

6
) = −1

2

Zatem (
√

3− i) = 2 · [cos(−π
6
) + isin(−π

6
)] oraz

1
212
·(
√

3− i)12 = 1
212
·{2 · [cos(−π

6
)+ isin(−π

6
)]}12 = {stosujemy wzórMoivre′a :} 1

212
·212 · [cos(12 ·(−π

6
))+

+isin(12 · (−π
6
))] = cos(−2π) + isin(−2π) = {okresowość funkcji sin i cos :} =

= cos(−2π + 2π) + isin(−2π + 2π) = cos0 + isin0 = 1 + i · 0 = 1

8.21.

(1+i)n

(1−i)n−2 , n ∈ N

Dla n = 0 mamy (1+i)0

(1−i)−2 = 1
(1−i)−2 = (1− i)2 = (1− 2i+ i2) = 1− 2i− 1 = −2i

Dla n > 1 mamy:
(1+i)n

(1−i)n−2 = (1+i)n−2·(1+i)2
(1−i)n−2 = (1+i

1−i)
n−2 · (1 + i)2 = {rozwiazanie zadania8.11} in−2 · (1 + 2i+ i2) =

= in−2 · (1 + 2i− 1) = in−2 · 2i = 2in−1

8.22.

5
√

1

5
√

1 = r · (cosϕ+ isinϕ) /5

1 = [r · (cosϕ+ isinϕ)]5

1 = r5 · (cos5ϕ+ isin5ϕ)

m
r =
√

12 + 02 1 = r5cos5ϕ 0 = r5sin5ϕ

m
r =
√

1 = 1, bo r ∈ R+ cos5ϕ = 1 (1) sin5ϕ = 0 (2)

(1) ⇔ 5ϕ = 2kπ, k ∈ C
ϕ = 2

5
kπ ⇔ ϕ = 0 ∨ ϕ = 2

5
π ∨ ϕ = 4

5
π ∨ ϕ = 6

5
π ∨ ϕ = 8

5
π i dla dalszych warto±ci k warto±ci

funkcji cos zaczynaj¡ si¦ powtarza¢ z racji jej okresowo±ci.

2



(2) ⇔ 5ϕ = kπ, k ∈ C
ϕ = 1

5
kπ ⇔ ϕ = 0 ∨ ϕ = 1

5
π ∨ ϕ = 2

5
π ∨ ϕ = 3

5
π ∨ ϕ = 4

5
π ∨ ϕ = π ∨ ϕ = 6

5
π ∨ ϕ = 7

5
π ∨

ϕ = 8
5
π ∨ ϕ = 9

5
π

i dla dalszych warto±ci k warto±ci funkcji sin zaczynaj¡ si¦ powtarza¢ z racji jej okresowo±ci.

Zatem oba warunki (1) i (2) s¡ speªnione dla:

ϕ = 0 ∨ ϕ = 2
5
π ∨ ϕ = 4

5
π ∨ ϕ = 6

5
π ∨ ϕ = 8

5
π

Ostatecznie:
5
√

1 = cos0 + isin0 = 1
5
√

1 = cos(2
5
π) + isin(2

5
π)

5
√

1 = cos(4
5
π) + isin(4

5
π)

5
√

1 = cos(6
5
π) + isin(6

5
π)

5
√

1 = cos(8
5
π) + isin(8

5
π)

Inny sposób:
5
√

1 = a+ bi a, b ∈ R
m
1 = (a+ bi)5

1 = (a+ bi)4 · (a+ bi)

1 = [(a+ bi)2]2 · (a+ bi)

1 = (a2 + 2abi+ b2i2)2 · (a+ bi)

1 = (a2 − b2 + 2abi)2 · (a+ bi)

1 = [(a2 − b2)2 + 2 · (a2 − b2) · 2abi+ (2abi)2] · (a+ bi)

1 = [a4 − 2a2b2 + b4 + (a2 − b2) · 4abi+ 4a2b2i2] · (a+ bi)

1 = (a4 − 2a2b2 + b4 + 4a3bi− 4ab3i− 4a2b2) · (a+ bi)

1 = (a4 − 6a2b2 + b4 + 4a3bi− 4ab3i) · (a+ bi)

1 = a5 − 6a3b2 + ab4 + 4a4bi− 4a2b3i+ a4bi− 6a2b3i+ b5i+ 4a3b2i2 − 4ab4i2

1 = (a5 − 6a3b2 + ab4 − 4a3b2 + 4ab4) + (5a4bi− 10a2b3i+ b5i)

1 = (a5 − 10a3b2 + 5ab4) + (5a4b− 10a2b3 + b5)i

0 = (a5 − 10a3b2 + 5ab4 − 1) + (5a4b− 10a2b3 + b5)i

m
a5 − 10a3b2 + 5ab4 − 1 = 0 (3) ∧ 5a4b− 10a2b3 + b5 = 0 (4)

Zauwa»my, »e dla a = 0 równanie (3) jest sprzeczne, wi¦c musi by¢ a 6= 0

(4) ⇔ b(b4 − 10a2b2 + 5a4) = 0 ⇔ b = 0 ∨ b4 − 10a2b2 + 5a4 = 0

Podstawmy b2 = k, k ∈ R+ ∪ {0}
k2 − 10a2k + 5a4 = 0

∆ = (−10a2)2 − 4 · 1 · 5a4 = 100a4 − 20a4 = 80a4

3



√
∆ =

√
80a4 = a2 ·

√
16 · 5 = 4a2

√
5

k1 = −(−10a2)−4a2
√
5

2
= 2a2·(5−2

√
5)

2
= a2(5− 2

√
5)

k2 = −(−10a2)+4a2
√
5

2
= 2a2·(5+2

√
5)

2
= a2(5 + 2

√
5)

Zatem: b2 = a2(5− 2
√

5) ∨ b2 = a2(5 + 2
√

5)

Podstawiaj¡c powy»sze warto±ci do równania (3), otrzymujemy:

dla b = 0:

a5 − 0 + 0− 1 = 0

a5 = 1

a = 1, bo a ∈ R

dla b2 = a2(5− 2
√

5):

a5 − 10a3 · a2(5− 2
√

5) + 5a[a2(5− 2
√

5)]2 − 1 = 0

a5 − 10a5(5− 2
√

5) + 5a[a4(5− 2
√

5)2]− 1 = 0

a5 − 10a5(5− 2
√

5) + 5a5(25− 2 · 5 · 2
√

5 + 4 · 5)− 1 = 0

a5 − 10a5(5− 2
√

5) + 5a5(25− 20
√

5 + 20)− 1 = 0

a5 − 10a5(5− 2
√

5) + 5a5(45− 20
√

5)− 1 = 0

a5 · [1− 10 · (5− 2
√

5) + 5 · (45− 20
√

5)]− 1 = 0

a5 · (1− 50 + 20
√

5 + 225− 100
√

5)− 1 = 0

a5 · (176− 80
√

5) = 1

a5 = 1
176−80

√
5

= 1
16
· 1
11−5

√
5

= 1
16
· 11+5

√
5

(11−5
√
5)(11+5

√
5)

= 1
16
· 11+5

√
5

121−125 = − 1
16
· 11+5

√
5

4
= − 1

64
· (11 + 5

√
5) =

= − 1
64
· 16
16
· (11 + 5

√
5) = − 1

1024
· (176 + 80

√
5) = −(1

4
)5 · (176 + 80

√
5)

Zauwa»my teraz, »e 176 + 80
√

5 = (
√

5 + 1)5 (na podstawie odpowiedzi do zadania, bo nie wiem jak

do tego doj±¢ stosuj¡c logiczne/intuicyjne przeksztaªcenia. Ale sprawd¹my to:

(
√

5 + 1)5 = [(
√

5 + 1)2]2 · (
√

5 + 1) = (5 + 2
√

5 + 1)2 · (
√

5 + 1) = (6 + 2
√

5)2 · (
√

5 + 1) =

(36 + 24
√

5 + 20) · (
√

5 + 1) = (56 + 24
√

5) · (
√

5 + 1) = 56
√

5 + 56 + 120 + 24
√

5 = 176 + 80
√

5

Zatem:

a5 = −(1
4
)5 · (
√

5 + 1)5

m a ∈ R\0
a = −1

4
· (
√

5 + 1)

oraz

b2 = a2 · (5−2
√

5) = [−1
4
· (
√

5 + 1)]2 · (5−2
√

5) = 1
16
· (6 + 2

√
5) · (5−2

√
5) = 1

16
· (30−12

√
5 + 10

√
5−20)

b2 = 1
16
· (10− 2

√
5)

m b ∈ R
b1 = 1

4
·
√

10− 2
√

5 ∨ b2 = −1
4
·
√

10− 2
√

5

dla b2 = a2(5 + 2
√

5) równanie (3) przyjmuje posta¢:

4



a5 − 10a3 · a2(5 + 2
√

5) + 5a[a2(5 + 2
√

5)]2 − 1 = 0

a5 − 10a5(5 + 2
√

5) + 5a5(5 + 2
√

5)2 − 1 = 0

a5 − a5(50 + 20
√

5) + 5a5(25 + 20
√

5 + 20) = 1

a5 − a5(50 + 20
√

5) + a5(125 + 100
√

5 + 100) = 1

a5 − a5(50 + 20
√

5) + a5(225 + 100
√

5) = 1

a5 · [1− (50 + 20
√

5) + (225 + 100
√

5)] = 1

a5 · (1− 50− 20
√

5 + 225 + 100
√

5) = 1

a5 · (176 + 80
√

5) = 1

a5 = 1
176+80

√
5

= 1
16
· 1
11+5

√
5

= 1
16
· 11−5

√
5

(11+5
√
5)(11−5

√
5)

= 1
16
· 11−5

√
5

121−125 = − 1
16
· 11−5

√
5

4
= − 1

64
· (11− 5

√
5) =

= − 1
64
· 16
16
· (11− 5

√
5) = − 1

1024
· (176− 80

√
5) = −(1

4
)5 · (−1) · (80

√
5− 176) = (1

4
)5 · (80

√
5− 176)

Podobnie jak w poprzednim przypadku, na podstawie odpowiedzi do zadania, wnioskujemy, »e

80
√

5− 176 = (
√

5− 1)5. Sprawd¹my to:

(
√

5− 1)5 = [(
√

5− 1)2]2 · (
√

5− 1) = (5− 2
√

5 + 1)2 · (
√

5− 1) = (6− 2
√

5)2 · (
√

5− 1) =

(36− 24
√

5 + 20) · (
√

5− 1) = (56− 24
√

5) · (
√

5− 1) = 56
√

5− 56− 120 + 24
√

5 = 80
√

5− 176

Zatem:

a5 = (1
4
)5 · (
√

5− 1)5

m a ∈ R\0
a = 1

4
· (
√

5− 1)

oraz:

b2 = a2 · (5 + 2
√

5) = [1
4
· (
√

5− 1)]2 · (5 + 2
√

5) = 1
16
· (6− 2

√
5) · (5 + 2

√
5) = 1

16
· (30 + 12

√
5− 10

√
5− 20)

b2 = 1
16
· (10 + 2

√
5)

m b ∈ R
b3 = 1

4
·
√

10 + 2
√

5 ∨ b4 = −1
4
·
√

10 + 2
√

5

Ostatecznie rozwi¡zaniem równania 5
√

1 = z s¡ liczby:

z1 = 1 + 0 · i = 1

z2 = −1
4
· (
√

5 + 1) + 1
4
·
√

10− 2
√

5i = 1
4
· [−(
√

5 + 1) +
√

10− 2
√

5i]

z3 = −1
4
· (
√

5 + 1)− 1
4
·
√

10− 2
√

5i = 1
4
· [−(
√

5 + 1)−
√

10− 2
√

5i]

z4 = 1
4
· (
√

5− 1) + 1
4
·
√

10 + 2
√

5i = 1
4
· [(
√

5− 1) +
√

10 + 2
√

5i]

z5 = 1
4
· (
√

5− 1)− 1
4
·
√

10 + 2
√

5i = 1
4
· [(
√

5− 1)−
√

10 + 2
√

5i]

8
√

1 =?

8
√

1 = x+ iy gdzie x, y ∈ R
m
(x+ iy)8 = 1

[(x+ iy)4]2 = 1 (1)

5



(x+iy)4 = (x+iy)2·(x+iy)2 = (x2+2xyi+y2)2 = [(x2−y2)+2xyi]2 = (x2−y2)2+2·(x2−y2)·2xyi+4x2y2i2 =

= x4 − 2x2y2 + y4 + 4xy(x2 − y2)i− 4x2y2 = x4 − 6x2y2 + y4 + 4xy(x2 − y2)i (2)

(1) ∧ (2)

m
x4 − 6x2y2 + y4 + 4xy(x2 − y2)i = 1 ∨ x4 − 6x2y2 + y4 + 4xy(x2 − y2)i = −1

m
(3) x4 − 6x2y2 + y4 = 1 ∧ 4xy(x2 − y2) = 0 (4)

(5) x4 − 6x2y2 + y4 = −1 ∧ 4xy(x2 − y2) = 0

4xy(x2 − y2) = 0 ⇔ 4xy(x− y)(x+ y) = 0 ⇔ y = 0 ∨ x = 0 ∨ x = y ∨ x = −y

Podstawmy y = 0 do (3):

x4 − 6x2 · 02 + 04 = 1

x4 = 1

m
x = 1 ∨ x = −1

Zatem liczby: z1 = 1 + i · 0 = 1 oraz z2 = −1 + i · 0 = −1 s¡ rozwi¡zaniami zadania.

Podstawmy y = 0 do (5):

x4 − 6x2 · 02 + 04 = −1

x4 = −1

Czyli w tym przypadku otrzymujemy brak rozwiaza« w R.

Podstawmy x = 0 do (3):

04 − 6 · 02 · y2 + y4 = 1

y4 = 1

m
y = 1 ∨ y = −1

Zatem liczby: z3 = 0 + i · 1 = i oraz z4 = 0 + i · (−1) = −i s¡ rozwi¡zaniami zadania.

Podstawmy x = 0 do (5):

04 − 6 · 02 · y2 + y4 = −1

y4 = −1

Czyli w tym przypadku otrzymujemy brak rozwiaza« w R.

Podstawmy x = y do (3):

y4 − 6 · y2 · y2 + y4 = 1

2y4 − 6y4 = 1

6



−4y4 = 1

y4 = −1
4

Równanie to nie ma rozwi¡za« w R wi¦c w tym przypadku nie mamy rozwi¡za« zadania.

Podstawmy x = y do (5):

y4 − 6 · y2 · y2 + y4 = −1

2y4 − 6y4 = −1

−4y4 = −1

y4 = 1
4

m
y2 = 1

2
∨ y2 = −1

2

m
y2 = 1

2

y = 1√
2
∨ y = − 1√

2

y =
√
2
2
∨ y = −

√
2
2

Zatem liczby: z5 =
√
2
2

+ i ·
√
2
2

=
√
2
2
· (1 + i) oraz z6 = −

√
2
2

+ i · (−
√
2
2

) = −
√
2
2
· (1 + i) s¡

rozwi¡zaniami zadania.

Podstawmy x = −y do (3):

(−y)4 − 6 · (−y)2 · (−y)2 + y4 = 1

y4 − 6 · y2 · y2 + y4 = 1

Równanie sprowadziªo si¦ do przypadku ju» wcze±niej obliczonego i nie wnosi dodatkowych rozwi¡za«.

Podstawmy x = −y do (5):

(−y)4 − 6 · (−y)2 · (−y)2 + y4 = −1

y4 − 6 · y2 · y2 + y4 = −1

To równanie tak»e sprowadziªo si¦ do przypadku ju» wcze±niej obliczonego i nie wnosi dodatkowych

rozwi¡za«.

Podsumowuj¡c rozwiazaniami zadania s¡ liczby: z1 = 1, z2 = −1, z3 = i, z4 = −i, z5 =
√
2
2
· (1 + i)

oraz z6 = −
√
2
2
· (1 + i)

8.23.

(1 + i
√

3)(1 + i)(cosα + isinα) = z

(1+ i
√

3)(1+ i)(cosα+ isinα) = (1+ i+ i
√

3+ i2
√

3)(cosα+ isinα) = [(1−
√

3)+ i(1+
√

3)](cosα+ isinα)

7



Mamy:

cosα + isinα = 1 · (cosα + isinα) = x+ iy

Zatem:

r = 1 =
√
x2 + y2 (1), cosα = x

r
= x

1
= x (2), sinα = y

r
= y

1
= y (3)

i

[(1−
√

3) + i(1 +
√

3)](cosα + isinα) = [(1−
√

3) + i(1 +
√

3)](x+ iy) =

= x+ iy −
√

3x− i
√

3y + ix+ i2y + i
√

3x+ i2
√

3y = (x−
√

3x− y −
√

3y) + i(y −
√

3y + x+
√

3x) =

= [(1−
√

3)x− (1 +
√

3)y] + i[(1−
√

3)y + (1 +
√

3)x] (4) ⇒

⇒ R =
√

[(1−
√

3)x− (1 +
√

3)y]2 + [(1−
√

3)y + (1 +
√

3)x]2 =

=
√
(1−

√
3)2x2 − 2(1−

√
3)(1 +

√
3)xy + (1 +

√
3)2y2 + (1−

√
3)2y2 − 2(1−

√
3)(1 +

√
3)xy + (1 +

√
3)2x2 =

=
√

(1−
√
3)2(x2 + y2) + (1 +

√
3)2(x2 + y2) = Uwzględniając (1)

=
√

(1−
√

3)2 · 1 + (1 +
√

3)2 · 1 =
√

1− 2
√

3 + 3 + 1 + 2
√

3 + 3 =
√

8 =
√

4 · 2 = 2
√

2

Mamy wi¦c: z = R · (cosϕ+ isinϕ) = 2
√

2(cosϕ+ isinϕ)

gdzie na podstawie (2), (3) i (4):

cosϕ = (1−
√
3)x−(1+

√
3)y

2
√
2

= x−y−
√
3(x+y)

2
√
2

= cosα−sinα−
√
3(cosα+sinα)

2
√
2

(5)

sinϕ = (1−
√
3)y+(1+

√
3)x

2
√
2

= y+x−
√
3(y−x)

2
√
2

= sinα+cosα+
√
3(cosα−sinα)

2
√
2

(6)

(5) i (6) przeksztaªcamy dalej korzystaj¡c z wzorów:

cosα− sinα =
√

2cos(π
4

+ α) =
√

2sin(π
4
− α)

cosα + sinα =
√

2cos(π
4
− α) =

√
2sin(π

4
+ α)

cosα = sin(π
2
− α)

sinα = sin(π − α)

cosα · cosβ − sinα · sinβ = cos(α + β)

sinα · cosβ + cosα · sinβ = sin(α + β)

(5) = 1
2
√
2
·[
√

2cos(π
4

+ α)−
√

3 ·
√

2cos(π
4
− α)] = 1

2
· cos(π

4
+ α)−

√
3
2
cos(π

4
− α) =

= cosπ
3
· cos(π

4
+ α)− sinπ

3
sin(π

2
− (π

4
− α)) = cosπ

3
· cos(π

4
+ α)− sinπ

3
sin(π

4
+ α) =

= cos(π
3

+ π
4

+ α) = cos(4π
12

+ 3π
12

+ α) = cos(7π
12

+ α)⇒ ϕ = 7π
12

+ α (7)

(6) = 1
2
√
2
· [
√

2sin(π
4

+ α) +
√

3 ·
√

2sin(π
4
− α)] = 1

2
sin(π

4
+ α) +

√
3
2
sin(π

4
− α) =

= 1
2
cos(π

2
− (π

4
+ α)) +

√
3
2
sin(π

4
− α) = sinπ

6
· cos(π

4
− α) + cosπ

6
· sin(π

4
− α) =

= sin(π
6

+ π
4
− α) = sin(2π

12
+ 3π

12
− α) = sin(5π

12
− α) = sin(π − (5π

12
− α)) = sin(12π−5π

12
+ α) =

8



= sin(7π
12

+ α)⇒ ϕ = 7π
12

+ α (8)

W obu przypadkach (7) i (8) otrzymali±my ten sam argument szukanej liczby zespolonej,

zatem jej posta¢ trygonometryczna wygl¡da nastepuj¡co:

z = 2
√

2 · [cos( 7
12
π + α) + isin( 7

12
π + α)]
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