8.19.
141\26
(L)

Przedstawmy liczbe zespolona w nawiasie w postaci trygonometryczne;j:
L+i=1r-(cosp+isiny)

r=vI2+12=12

cosp = \/Li = g (1)
sing = % = 72 (2)

Zatem (1+14) = /2 (cos% + isinZ) i nasza liczba przybiera postaé:

(5) =5m- [V2 - (cosT +isinZ)]*
Po zastosowaniu wzore Moivre’a dostajemy:

2% V2 (cosT +isinZ)]*0 = 2% . (2%)26 -[cos(26 - T) +isin(26 - §)] = L. old. [003(13’7”) + Zsm(l‘%’r)] =

= cos(BET) + isin(2ZE) = cos(6m + §) + isin(6m + §) = cos(3- 2w + %) +isin(3- 2 + §) =

= (okresowosé funkcjisinicos) = cosy +ising =0+i-1=1

8.20.

(\/%fi )12

(AR = o+ (V3= )"

Przedzstawmy liczbe zespolong w nawiasie w postaci trygonometryczne;j:

V3 —i=r-(cosp +ising)

r= 32+(—1)2:\/3+—1:\/Z:2

L))

sing =5t =—3  (2)

cosp =

(1) A (2) = ¢ lezy w 4-tej éwiartce = {stosujemy wzory:} (cosa = cos(—a) A —sina = sin(—a)) A



(cosf =5 A sinf=3) = cos(—F) =% A sin(~F) =
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s (V3—i)'2 = S5 {2 [cos(—F) +isin(—F)|}'? = {stosujemy wzér Moivre'a :} 515 -2'2-[cos(12- (= %))+
+isin(12 - (—=%))] = cos(—2m) + isin(—27) = {okresowosé funkcji sinicos :} =

= cos(—2m + 27) +isin(—27 + 27) = cos0+isin0 =1+1i-0=1

8.21.

(1(15227 neN

Dlan =0 mamy {205 = Loy = (1-i)? = (1 -2 +4%) =1 -2 — 1 = —2i

Dla n > 1 mamy:

(1(:32; = (Ha:.;(};i)z = ()" 2 (1 +1)? = {rozwiazanie zadania 8.11} "2 - (1 + 2i + i*) =

=2 (142 — 1) = "2 2 = 2"~

8.22.

val

V1 =1 (cosp+isingp) /°
= [r- (cosp + ising)|’

5 - (cosbp + isinbyp)

&5 e - -

= /12 + 02 1 = r5cosbyp 0 = r9sin5p
r=+v1=1boreR, cosbp =1 (1) sinbp =0 (2)

(1) & 5p =2km, keC

© = %k‘ﬂ' S =0V p= %ﬂ V o= ‘—517r V o= gw Vo op= %W i dla dalszych wartosci k wartosci

funkcji cos zaczynajg sie powtarzac z racji jej okresowosci.



@z%kﬁ@<p:()\/30:—7r\/g0:§7r\/<p:§7r\/g0 ‘—17r\/g0—7r\/g0 \/cngw\/

i dla dalszych wartosci k& wartosci funkcji sin zaczynaja sie powtarzaé z racji jej okresowosci.

Zatem oba warunki (1) i (2) sa spelione dla:

p=0V ¢p= 27r\/<,0 %WV@ §7r\/go

Ostatecznie:

V1 =cosO +isin0 =1
V1= cos(2m) + isin(2m)
V1 = cos(im) + isin(ir)
V1 = cos(8nm) + isin(Sr)
V1 = cos(8n) +isin(dn)

Inny sposob:
V1=a+b a,be R

II

= (a+ bi)®
= (a+ bi)* - (a + bi)
1=[(a+b)?? (a+bi)
= (a* + 2abi + b*i*)? - (a + bi)
= (a® — b* + 2abi)* - (a + bi)
1=[(a®* —b*)*+2- (a® — b?) - 2abi + (2abi)?] - (a + bi)
= [

at —2a?0? + b* + (a® — V?) - dabi + 4a?b*i?] - (a + bi)

= (a* — 2a?b? + b* + 4abi — 4ab®i — 4a*V?) - (a + bi)
1 = (a* — 6a?b* + b* + 4a®bi — 4ab®i) - (a + bi)
1 =a® — 6a®b? + ab* + 4a*bi — 4a2b*i + a*bi — 6ab>i + b%i + 4a3b?i? — 4ab*i?
1 = (a® — 6a®V* + ab* — 4a®b* + 4ab*) + (5a*bi — 10a%b*i + b°i)
1 = (a® — 10a3b* + 5ab*) + (5a’b — 10ab> + b°)i
0 = (a® — 10a®V* + 5ab* — 1) + (5a*b — 10a?b® + b°)i
)
a® —10a%0* +5ab* —1=0(3) A 5a'b —10a?b> + b° = 0 (4)
Zauwazmy, ze dla a = 0 rownanie (3) jest sprzeczne, wiec musi by¢ a # 0
(4) & b(b* — 10a?* +5a?) =0 < b=0 V b* — 10a%* + 5a* =0

Podstawmy > =k, k€ R, U{0}
k? —10a*k + 5a* = 0
A = (—10a*)? —4-1-5a* = 100a* — 20a* = 80a*



VA = V80at = a? - /16 - 5 = 4a>\/5

by — Z(C1002) 1025 _ 2a2-(52—2¢5) = a%(5 — 2v/5)
hy = S80S _ 22 G425) _ 25 1 9, /F)

Zatem: b> = a?(5—-2v5) Vv ¥ =a*(5+2V5)

Podstawiajac powyzsze warto$ci do rownania (3), otrzymujemy:

dla b = 0:
a®—04+0—1=0
a’® =1

a=1,boa€eR

dla v* = a*(5 — 2v/5):

a® —10a® - a*(5 — 2v/5) + 5ala®(5 — 2v/5)]? =1 =0

a® — 10a®(5 — 2v/5) + 5ala*(5 — 2v/5)?] -1 =0

a® —10a®(5 — 2v/5) +5a°(25 —2-5-2/5+4-5) -1 =0
a® —10a®(5 — 2v/5) + 5a°(25 — 20v/5 +20) — 1 =0

a® —10a®(5 — 2v/5) + 5a°(45 — 20/5) — 1 =0

a®-[1—=10-(5—2v5) +5- (45— 20V/5)] — 1 =0

a® - (1 —50 4 20v/5 + 225 — 100v/5) — 1 =0

a® - (176 — 80v/5) = 1

5 _ 1 _1 1 _ 1 11455 1 1145v5 1 1145v5 1 _
a” = 7= sof 16 11-5v56 _6'(11—5\/5)(11+5\£)*E'121—125*_E' 4 *_@'<11+5\/g)*

—& 811+ 5[) — 2+ (176 + 80v/5) = —(3)° - (176 + 80+/5)
Zauwazmy teraz, ze 176 + 80v/5 = (/5 + 1)° (na podstawie odpowiedzi do zadania, bo nie wiem jak
do tego dojs¢ stosujac logiczne/intuicyjne przeksztalcenia. Ale sprawdzmy to:
VE+1)°=[(vV5+ 122 (VE+1) =(5+2v5+1)2- (Vb+1) = (6+2V5)%- (V5+1) =
(36 4 24v/5 4+ 20) - (v/5 + 1) = (56 4 24v/5) - (vV/5 + 1) = 56v/5 + 56 + 120 4 241/5 = 176 + 80v/5
Zatem:

a®=—(1)° (V5 +1)°
$ a€eR\0
a=—-1-(vV5+1)

b =a* (5-2V5) = [-1-(VB+ 1) (5—-2v5) = L - (6+2v5) - (5—2V5) = & (30 — 12v/5+ 10v/5 — 20)

by=1-v10-2v5 v b=-1-/10-2V5

dla b%> = a?(5 4 2v/5) réwnanie (3) przyjmuje postaé:



a® —10a® - a*(5 + 2v/5) + bafa®(5 +2v5)]? =1 =10
a® —10a°(5 + 2v/5) + 5a°(5 + 2v/5)2 — 1 =0

a® — a®(50 + 20v/5) + 5a°(25 + 205 +20) = 1

a® — a®(50 4 20v/5) + a®(125 4+ 100v/5 + 100) = 1
a® — a®(50 + 20v/5) + a®(225 + 100v/5) = 1

a® - [1 — (50 + 20v/5) 4 (225 + 100v/5)] = 1

a® - (1 — 50 — 20v/5 + 225 + 100v/5) = 1
a® - (176 + 80v/5) = 1
a® = 1 1 1 7i 11-5/5 L.11*5\/5f_L.11 5v6 _

o 176+80f 16 11455 (1145v/5)(11-5v5) 121-125 — 16 4

64 ’ 16 <11 - 5\/_) 1024 (176 80\/_) ( )5 ’ <_1) ’ (80\/5 - 176) -

(4)

L (11-5V5) =
- (80+/5 — 176)

Podobnie jak w poprzednim przypadku, na podstawie odpowiedzi do zadania, wnioskujemy, ze

80v5 — 176 = (v/5 — 1)°. Sprawdzmy to:

(VB =107 = (V5= 1 (VB = 1) = (5 25 + 1)* (VB — 1) = (6 — 25

-(V5-1)=

(36 — 24v/5 +20) - (v/5 — 1) = (56 — 24v/5) - (/B — 1) = 563/5 — 56 — 120 + 24+/5 = 80/5 — 176

Zatem:

@@ = ()7 (V5-1y

$ aeR\O

azi-(\/g—l)

b =a?- (5+2v5) = [{- (VB DI (54+2v5) = f5- (6 - 2v5) - (5+2v5) =
b:E-(10+2\/_)

P beR

by=1-v/10+2v5 vV by=-1-V10+2V5

Ostatecznie rozwigzaniem réwnania v/1 = z sa liczby:

LovV10—2vBi =1 [-(vB + 1) + V10 — 2V5i]
z3=—1 (V5+1) —1-V/10-2V5i=1-[-(vV5+1)— 10 — 2/5i]
z=1-(V6-1)+1-V10+2V5i=1-[(v5—-1)+ V10 + 2V/5i]
=1 (V5-1)— L. V10+2v5i =1 [(vV5—-1) — V10 + 2V/5i]
81_7
V1=1x+iy gdzie z,y € R
)

(x+1iy)° =1

L (304 12v/5 — 10v/5 — 20)



(z+iy)* = (v+iy)* (v+iy)? = (2°+22yi+y?)* = [(2°—y®)+22yi]? = (2% —y?)*+2- (2% —y?) 20yi+da?y®i® =
= ot — 2022 + y* + day(2? — y?)i — da?y? = 2t — 6222 + vt + day(2? — )i (2)

ot — 6%+t Hday(x® —yHi=1 VvV a2t — 6277+ y* +day(a® —y)i = -1

)
(3)zt —62%y +yt =1 A Aday(a®—y*) =0
(5) 2t — 62?2y +y* = -1 A day(z? —y*) =0

day(z®* —y*) =0 & day(z—y)lz+y)=0 & y=0Var=0Var=yVar=—y

Podstawmy y = 0 do (3):
2t —622-024+0=1

rt=1

)

r=1V zx=-1

Zatem liczby: 2y =1+4+1¢-0=1oraz zo = —1 + 1 -0 = —1 s3 rozwigzaniami zadania.

Podstawmy y = 0 do (5):
zt — 62202+ 0 = —1
= -1

Czyli w tym przypadku otrzymujemy brak rozwiazan w R.

Podstawmy = = 0 do (3):
0*—6-0%- 92 +y*=1

yt=1

0

y=1V y=-1

Zatem liczby: z3 =0+4-1 =1 oraz 2y = 0 +1i- (—1) = —i sa rozwiazaniami zadania.

Podstawmy = = 0 do (5):
04—6-0%-y2 +y*=—1
yt=-1

Czyli w tym przypadku otrzymujemy brak rozwiazan w R.

Podstawmy = = y do (3):
y4_6'y2'y2+y4:1
2yt — 6yt =1



—dyt =1
yt=—1

Rownanie to nie ma rozwiazan w R wiec w tym przypadku nie mamy rozwigzan zadania.

Podstawmy x = y do (5):
yt =6yt +yt=—1

2yt — 6yt = —1

—Ayt = -1

y' =i

)

v=3 VoY=

)

v =3

y= V y=-1

y=9 Vv y=—%¢

Zatem liczby: 25:‘/75—1-2'-?:\/75-(1—1—2')@%26:—‘/75—1—2'-(—‘/75):—?-(1—1-2')s&y

rozwigzaniami zadania.

Podstawmy x = —y do (3):

(=)' =6-(—=y)? (—y)*+y'=1

y4_6'y2'y2+y4:1

Rownanie sprowadzito sie do przypadku juz wcze$niej obliczonego i nie wnosi dodatkowych rozwigzar.

Podstawmy x = —y do (5):

(=y)* =6 (—y)* (-y)*+y'=-1

y4_6‘y2'y2+y4:_1

To rownanie takze sprowadzito sie do przypadku juz wczesniej obliczonego i nie wnosi dodatkowych

rozwiazan.

S

Podsumowujgc rozwiazaniami zadania sg liczby: 21 =1, 2o = —1, 23 = 1, 24 = —4, 25 = %5~ - (1 +1)

oraz zg = —? (1+1)

8.23.
(14 4v3)(1 + i) (cosa + isina) = z

(1+4v/3)(141)(cosa+isina) = (1+i+iv/3+i%V/3)(cosa+isina) = [(1—/3) +i(1++/3)](cosa+isina)



Mamy:

cosa + isina = 1 - (cosa + isina) = x + iy
Zatem:

r=1=/22+y2 (1), cosa = T =
(1 —V/3) +i(1 4+ v3)](cosa + isina) = [(1 — V/3) +i(1 + V3)](z + iy) =
= +iy — 3z —iV3y + iz + %y +iv3x + i*V3y = (v — V3r —y — V3y) +i(y — V3y +x + V3z) =
=[(1=v3)z— 1+ VY +i[1 - V3y+ (1+V3)z] (4) =

—l8

=z (2), sina=Y%=%=y (3)

= R=\/l(1 = v3)r = (1+ VB2 + [(1 = VB)y + (1 + VB)a]2 =

= \/(1 —3)222 — 2(1 — V3)(1 + V3)zy + (1 + v3)2y2 + (1 — v3)2y2 — 2(1 — V3)(1 + V3)zy + (1 + V/3)2a2 =

— /(L= V322 +2) + (1 + V3)2 (2 + ¢?) = Uwzgledniajae (1)

== V3)2 1+ (1+V3)2-1=V1-23+3+1+2/3+3=8=V1-2=2/2

Mamy wiec: z = R - (cosp + ising) = 2v/2(cosp + ising)
gdzie na podstawie (2), (3) i (4):

_ (1=V3)z—(14+V3)y __ z—y—3(z+y) __ cosa—sina—/3(cosa+tsina)
cosp = NG = W) = 22 (5)

. _ A=VBy+(+V3)x _ y+r—3By—x) _ sinatcosat+v/3(cosa—sina)
sing = T = Vo) = NP (6)

(5) i (6) przeksztalcamy dalej korzystajac z wzorow:
cosa — sina = ﬁcos(% +a)= ﬁsin(% — )

cosa + sina = \/icos(jl—r —a) = ﬁsin(% + «)
cosa = sin(§ — )

sina = sin(m — «)

cosa - cosfp — sina - sinfd = cos(a + [3)

sina - cosf3 4 cosa - sinfs = sin(a + ()

N [\/_cos( +a) = V3-V2c0s( —a)] =1 cos(E+a)— %gcos(g —a) =
= cos% 0s(§ + a) — singsin(y — (7 — a)) = cos% - cos(§ + a) — singsin(] + a) =

=cos(F+5+a)=cos(F+Z+a)=cos(Z+a)=p="+a (7)

(6) = Lf [V2sin(T 4 a) + V3 - V2sin(E — )] = Lsin(Z + a) + Lsin(T — a) =

=1cos(5 - (5+ )+ ‘égsm(4 — ) = sinf - cos(§ — a) 4 cosg - sin(§ —a) =
=sin(E+ 5 —a) =sin(3 + 32 — a) = sin(33 — a) = sin(r — (3 — a)) = sin(FF5= + a) =



=sin(Z+a)=p="+a (8)

W obu przypadkach (7) i (8) otrzymali$my ten sam argument szukanej liczby zespolonej,
zatem jej postac¢ trygonometryczna wyglada nastepujaco:

2 =22 [cos(m + @) + isin(Lm + )]



