
8.24.√
i√
i = r · (cosα+ isinα)

Liczb¦ zespolon¡ i przedstawiamy w postaci trygonometrycznej:
i = r · (cosα+ isinα), r ∈ R+ α ∈ [0, 2π]
Przyrównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone dostajemy ukªad równa«:
0 = rcosα ∧ 1 = rsinα
Podnie±my oba równania stronami do kwadratu:{

0 = r2cos2α

1 = r2sin2α

Dodajmy je teraz stronami:
1 = r2sinα+ r2cos2α
1 = r2 · (sin2α+ cos2α)
r2 = 1
r = 1
Zatem
0 = 1 · cosα ⇔ cosα = 0 ⇔ α = π

2 ∨ α = 3π
2

oraz
1 = 1 · sinα ⇔ sinα = 1 ⇔ α = π

2
I mamy:
i = 1 · (cosπ2 + isinπ2 ) (1)

Przedstawmy teraz w postaci trygonometrycznej liczb¦ dan¡ w zadaniu:√
i = R · (cosϕ+ isinϕ), R ∈ R+ α ∈ [0, 2π]

Podnie±my powy»sze równanie stronami do kwadratu:
i = [R(cosϕ+ isinϕ)]2

Przeksztaªcamy powy»sze równania stosuj¡c wzór Moivre'a:
i = R2 · (cos2ϕ+ isin2α)
A poniewa» zachodzi (1), wi¦c mamy:
R2 = 1 ∧ 2α = π

2 + 2kπ, k ∈ C
m
R = 1 α = π

4 + kπ
A st¡d dla k ∈ {0, 1} mamy:
α1 = π

4 ,
α2 = π

4 + π = 5π
4

Dla k ró»nych od 1 i 2 otrzymaliby±my po odrzuceniu okresu 2π te same warto±ci k¡ta α.
Zatem:√
i = cosπ4 + isinπ4

oraz√
i = cos 5π4 + isin 5π

4

Inny sposób (dla x, y ∈ R):
√
i = x+ iy ⇔ i = x2 + 2ixy + i2y2 ⇔ i = x2 − y2 + 2ixy ⇔

{
x2 − y2 = 0

2xy = 1
⇔

{
x2 − y2 = 0 (1)

y = 1
2x (2)

Podstawiamy (2) do (1):
x2 − ( 1

2x )2 = 0 ⇔ x2 − 1
4x2 = 0 ⇔ 4x4 − 1 = 0 ⇔ x4 = 1

4 ⇔ x2 = 1
2 ⇔ x = 1√

2
∨ x = − 1√

2
⇔

⇔ x1 =
√
2
2 ∨ x2 = −

√
2
2

Obliczmy teraz y:

y1 = 1

2·
√

2
2

∨ y2 = − 1

2·
√

2
2

⇔ y1 = 1√
2
∨ y2 = − 1√

2
⇔ y1 =

√
2
2 ∨ y2 = −

√
2
2

I ostatecznie mamy:√
i = ±(

√
2
2 + i

√
2
2 )

8.25.
3
√

1
3
√

1 = x+ iy ⇔ (x+ iy)3 = 1, x, y ∈ R
(x+ iy)2 · (x+ iy) = 1

1



(x2 + 2ixy + i2y2) · (x+ iy) = 1
(x2 − y2 + 2ixy) · (x+ iy) = 1
x3 + ix2y − xy2 − iy3 + 2ix2y − 2xy2 = 1
(x3 − xy2 − 2xy2) + i(x2y − y3 + 2x2y) = 1
(x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3) = 1
(x3 − 3xy2) + iy(3x2 − y2) = 1
m
x3 − 3xy2 = 1 (1) ∧ y(3x2 − y2) = 0 (2)
We¹my najpierw pod uwag¦ drugi warunek:
y · (3x2 − y2) = 0
y · (
√

3x− y) · (
√

3x+ y) = 0
m
y = 0 ∨ y =

√
3x ∨ y = −

√
3x

I. y = 0
Podstawmy to do (1):
x3 − 0 = 1
x3 = 1
x = 1
Zatem pierwsze rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce: z1 = 1

II. y =
√

3x
Podstawmy to do (1):
x3 − 3x · (

√
3x)2 = 1

x3 − 3x · 3x2 = 1
x3 − 9x3 − 1 = 0
−8x3 − 1 = 0
8x3 + 1 = 0
(2x)3 + 13 = 0
Korzystamy teraz z wzoru: a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2):
(2x+ 1)[(2x)2 − 2x+ 1) = 0
(2x+ 1)(4x2 − 2x+ 1) = 0
m
2x+ 1 = 0 ∨ 4x2 − 2x+ 1 = 0
2x = −1 ∆ = (−2)2 − 4 · 4 · 1 = 4− 16 = −12 < 0, zatem to równanie nie ma rozwiazania
x = − 1

2

I st¡d y =
√

3 · (− 1
2 ) = −

√
3
2

Zatem drugie rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce: z2 = − 1
2 −

√
3
2 i ⇔ z2 = 1 · (cosϕ+ isinϕ)

cosϕ = − 1
2 ∧ sinϕ = −

√
3
2

⇓ ϕ ∈ III ćwiartki ∧ cosπ3 = 1
2 ∧ sinπ3 =

√
3
2 ∧ cos(π + α) = −cosα ∧ sin(π + α) = −sinα

ϕ = π + π
3 = 4

3π
Wi¦c ostatecznie:

z2 = − 1
2 −

√
3
2 i = cos 43π + isin 4

3π

III. y = −
√

3x
Podstawmy to do (1):
x3 − 3x · (−

√
3x)2 = 1

x3 − 3x · 3x2 = 1
Widzimy, »e mamy tu to samo równanie co w powy»szym punkcie. A wi¦c x = − 1

2

I st¡d y = −
√

3 · (− 1
2 ) =

√
3
2

Zatem trzecie rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce: z3 = − 1
2 +

√
3
2 i ⇔ z3 = 1 · (cosϕ+ isinϕ)

cosϕ = − 1
2 ∧ sinϕ =

√
3
2

⇓ ϕ ∈ II ćwiartki ∧ cosπ3 = 1
2 ∧ sinπ3 =

√
3
2 ∧ cos(π − α) = −cosα ∧ sin(π − α) = sinα

ϕ = π − π
3 = 2

3π
Wi¦c ostatecznie:

z3 = − 1
2 +

√
3
2 i = cos 23π + isin 2

3π

2



8.26.
3
√
i = (x+ iy) ⇔ (x+ iy)3 = i, x, y ∈ R, y 6= 0

Zastosujmy w powy»szym równaniu wzór (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3:
x3 + 3x2iy + 3xi2y2 + i3y3 = i
(x3 − 3xy2) + i · (3x2y − y3) = i
m
x3 − 3xy2 = 0 (1) ∧ 3x2y − y3 = 1 (2)

Rozpatrzmy równanie (1):
x3 − 3xy2 = 0
x · (x2 − 3y2) = 0
x · (x−

√
3y) · (x+

√
3y) = 0

m
x = 0 ∨ x−

√
3y = 0 ∨ x+

√
3y = 0

I. x = 0
Podstawmy to do (2):
3 · 02 · y − y3 = 1
−y3 = 1
y3 = −1
y = −1
Wi¦c z1 = 0 + i · (−1) = −i

II. x−
√

3y = 0
x =
√

3y
Podstawmy to do (2):
3 · (
√

3y)2 · y − y3 = 1
9y3 − y3 = 1
8y3 = 1
23y3 − 1 = 0
(2y)3 − 13 = 0
m stosujemy wzór : a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)
(2y − 1) · [(2y)2 + 2y · 1 + 12] = 0
(2y − 1)(4y2 + 2y + 1) = 0
m
2y − 1 = 0 ∨ 4y2 + 2y + 1 = 0
2y = 1 ∨ ∆ = 22 − 4 · 4 · 1 = 4− 16 = −12 < 0
y = 1

2 ∨ Powy»sze równanie nie ma rozwi¡zania

Mamy wi¦c: x =
√

3 · 12 =
√
3
2

z2 =
√
3
2 + i · 12

III. x+
√

3y = 0
x = −

√
3y

Podstawmy to do (2):
3 · (−

√
3y)2 · y − y3 = 1

9y2 · y − y3 = 1
8y3 = 1
Czyli dalsze obliczenia wygl¡daj¡ identycznie jak w poprzednim przypadku
⇓
y = 1

2

Mamy wi¦c: x = −
√

3 · 12 = −
√
3
2

z3 = −
√
3
2 + i · 12

8.27.
4
√
−1 = x+ iy, dla x, y ∈ R

3



−1 = (x+ iy)4

−1 = [(x+ iy)2]2

−1 = (x2 + i · 2xy + i2y2)2

−1 = (x2 − y2 + i · 2xy)2

m
x2 − y2 + i · 2xy = i ∨ x2 − y2 + i · 2xy = −i

I. x2 − y2 + i · 2xy = i
x2 − y2 = 0 ∧ 2xy = 1 ∧ x 6= 0 ∧ y 6= 0
⇓
y = 1

2x
x2 − ( 1

2x )2 = 0
x2 − 1

4x2 = 0 / · 4x2
4x4 − 1 = 0
4x4 = 1
x4 = 1

4
(x2)2 = 1

4
x2 = 1

2

x1 =
√

1
2 = 1√

2
=
√
2
2 y1 = 1

2 ·
2√
2

= 1√
2

=
√
2
2

x2 = −
√

1
2 = − 1√

2
= −

√
2
2 y2 = 1

2 · (−
2√
2
) = −

√
2
2

II. x2 − y2 + i · 2xy = −i
x2 − y2 = 0 ∧ 2xy = −1 ∧ x 6= 0 ∧ y 6= 0
⇓
y = − 1

2x
x2 − (− 1

2x )2 = 0
x2 − 1

4x2 = 0 / · 4x2
m Obliczenia identyczne jak dla punktu wy»ej:

x3 =
√
2
2 y3 = − 1

2 ·
2√
2

= −
√
2
2

x4 = −
√
2
2 y4 = − 1

2 · (−
2√
2
) =

√
2
2

Przedstawmy teraz znalezione liczby zespolone w postaci trygonometrycznej:

z1 =
√
2
2 + i ·

√
2
2 , r =

√
(
√
2
2 )2 + (

√
2
2 )2 =

√
2
4 + 2

4 =
√

1 = 1

Poniewa» wszystkie pozostaªe liczby zespolone ró»ni¡ si¦ tylko znakiem przy cz¦±ci zespolonej i urojonej,
wi¦c moduª r dla ka»dej z nich bedzie identyczny (równy 1).

z1 =
√
2
2 + i ·

√
2
2 = 1 · (cosπ4 + isinπ4 ) = cosπ4 + isinπ4

z2 = −
√
2
2 − i ·

√
2
2

m cos(π + π
4 ) = −cosπ4 ∧ sin(π + π

4 ) = −sinπ4
z2 = −

√
2
2 − i ·

√
2
2 = cos(π + π

4 ) + i · sin(π + π
4 ) = cos 54π + i · sin 5

4π

z3 =
√
2
2 − i ·

√
2
2

m cos(2π − π
4 ) = cosπ4 ∧ sin(2π − π

4 ) = −sinπ4
z3 =

√
2
2 − i ·

√
2
2 = cos(2π − π

4 ) + i · sin(2π − π
4 ) = cos 74π + i · sin 7

4π

z4 = −
√
2
2 + i ·

√
2
2

m cos(π − π
4 ) = −cosπ4 ∧ sin(π − π

4 ) = sinπ4
z4 = −

√
2
2 + i ·

√
2
2 = cos(π − π

4 ) + i · sin(π − π
4 ) = cos 34π + i · sin 3

4π

8.28.
3
√
−1 + i

Przedstawmy liczb¦ −1 + i w postaci trygonometrycznej:
−1 + i = r(cosϕ+ isinϕ)
r =

√
(−1)2 + 12 =

√
2

4



r · cosϕ = −1 ∧ r · sinϕ = 1
cosϕ = −1

r ∧ sinϕ = 1
r

cosϕ = − 1√
2
∧ sinϕ = 1√

2

cosϕ = −
√
2
2 ∧ sinϕ =

√
2
2

Mamy: cosπ4 =
√
2
2 , sinπ4 =

√
2
2 oraz cos(π − π

4 ) = −cosπ4 ∧ sin(π − π
4 ) = sinπ4

Zatem ϕ = 3
4π i −1 + i =

√
2 · (cos 34π + isin 3

4π) (1)

Oznaczmy teraz 3
√
−1 + i = r2 · (cosα+ isinα) i podnie±my obie strony tego równania do trzeciej

pot¦gi:
−1 + i = [r2 · (cosα+ isinα)]3

Zastosujmy wzór Moivre'a do prawej strony:
−1 + i = r32 · (cos3α+ isin3α) (2)
Równania (1) i (2) s¡ speªnione dla:

r32 =
√

2 ⇔ r2 = (2
1
2 )

1
3 = 2

1
6 = 6
√

2
oraz
3α = 3

4π + 2kπ ⇔ α = π
4 + 2

3kπ, k ∈ C
Czyli mamy nast¦puj¡ce ró»ne warto±ci:
α0 = π

4 + 2
3 · 0 · π = π

4
α1 = π

4 + 2
3 · 1 · π = 1

4π + 2
3π = 3

12π + 8
12π = 11

12π
α2 = π

4 + 2
3 · 2 · π = 1

4π + 4
3π = 3

12π + 16
12π = 19

12π
α3 = π

4 + 2
3 · 3 · π = 1

4π + 2π = π
4 = α0

i dalej warto±ci α zaczynaja si¦ powtarza¢. Zatem rozwi¡zaniem zadania s¡ liczby:
z0 = 6

√
2 · (cosπ4 + isinπ4 )

z1 = 6
√

2 · (cos 1112π + isin 11
12π)

z3 = 6
√

2 · (cos 1912π + isin 19
12π)

8.29.√
3 + 4i = x+ iy , x, y ∈ R

3 + 4i = (x+ iy)2

3 + 4i = x2 + 2ixy + i2y2

3 + 4i = x2 − y2 + 2xy · i
m
x2 − y2 = 3 ∧ 2xy = 4 x, y 6= 0
y = 4

2x = 2
x

x2 − ( 2
x )2 = 3

x2 − 4
x2 = 3 / · x2

x4 − 4 = 3x2

x4 − 3x2 − 4 = 0
Podstawmy k = x2, k > 0:
k2 − 3k − 4 = 0
∆ = (−3)2 − 4 · 1 · (−4) = 9 + 16 = 25√
∆ = 5

k1 = −(−3)−5
2·1 = −2

2 = −1

k2 = −(−3)+5
2·1 = 8

2 = 4
Pod uwag¦ bierzemy tylko k2, bo pierwsze jest ujemne. Zatem:
x2 = 4 ⇔ x1 = 2 ∨ x2 = −2
y1 = 2

2 = 1
y2 = 2

−2 = −1
Ostatecznie rozwi¡zaniem zadania s¡ liczby:
z1 = 2 + i
z1 = −2− i

8.30.
3
√

2− 2i
Przedstawmy liczb¦ 2− 2i w postaci trygonometrycznej:
2− 2i = r · (cosϕ+ isinϕ)

5



⇓
rcosϕ = 2 /2 ∧ rsinϕ = −2 /2

r2cos2ϕ = 4 ∧ r2sin2ϕ = 4
Dodajmy oba powy»sze równania stronami:
r2cos2ϕ+ r2sin2ϕ = 4 + 4
r2(cos2ϕ+ sin2ϕ) = 8
r2 = 8
r =
√

8
r =
√

4 · 2
r = 2

√
2

Teraz mo»emy obliczy¢ argument:
cosϕ = 2

r ∧ sinϕ = − 2
r

cosϕ = 2
2
√
2

∧ sinϕ = − 2
2
√
2

cosϕ = 1√
2

∧ sinϕ = − 1√
2

cosϕ =
√
2
2 ∧ sinϕ = −

√
2
2

m
ϕ = 2π − π

4 = 7
4π

Zatem:
2− 2i = 2

√
2 · (cos 74π + isin 7

4π) (1)
Oznaczmy teraz:
3
√

2− 2i = r2 · (cosα+ isinα) /3

2− 2i = r32 · (cos3α+ isin3α) (2)
Równania (2) i (3) s¡ speªnione dla:

r32 = 2
√

2 ⇔ r2 = (2
3
2 )

1
3 = 2

1
2 =
√

2
oraz
3α = 7

4π + 2kπ , dla k ∈ C
α = 7

3·4π + 2
3kπ = 7

12π + 2
3kπ

α0 = 7
12π + 2

3 · 0 · π = 7
12π

α1 = 7
12π + 2

3 · 1 · π = 7
12π + 8

12π = 15
12π

α2 = 7
12π + 2

3 · 2 · π = 7
12π + 4

3π = 7
12π + 16

12π = 23
12π

dla k > 2 warto±ci α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢. Zatem rozwi¡zaniem zadania
s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:
zk =

√
2 · [cos( 7

12π + 2
3kπ) + isin( 7

12π + 2
3kπ)] , dla k ∈ {0, 1, 2}

8.31.
6
√
−27

Przedstawmy liczb¦ −27 w postaci trygonometrycznej:
−27 = r(cosϕ+ isinϕ)
⇓
rcosϕ = −27 /2 ∧ rsinϕ = 0 /2

r2cos2ϕ = (−27)2 ∧ r2sin2ϕ = 0
Dodajmy oba powy»sze równania stronami:
r2cos2ϕ+ r2sin2ϕ = (−27)2

r2(cos2ϕ+ sin2ϕ) = (−27)2

r2 = 272

r = 27
Zatem mamy:
27 · cosϕ = −27 ∧ 27 · sinϕ = 0
cosϕ = −1 ∧ sinϕ = 0
m
ϕ = π
Czyli:
−27 = 27 · (cosπ + isinπ) (1)
Oznaczmy teraz:
6
√
−27 = r2 · (cosα+ isinα) /6

−27 = r62 · (cos6α+ isin6α) (2)

6



(1) ∧ (2) ⇔ r62 = 27 ∧ 6α = π + 2kπ , dla k ∈ C
r2 = (27)

1
6 = (33)

1
6 = 3

1
2 =
√

3

6α = π + 2kπ
α = 1

6π + 2
6kπ

a wi¦c:
α0 = 1

6π + 2
6 · 0 · π = 1

6π
α1 = 1

6π + 2
6 · 1 · π = 1

6π + 2
6π = 3

6π
α2 = 1

6π + 2
6 · 2 · π = 1

6π + 4
6π = 5

6π
α3 = 1

6π + 2
6 · 3 · π = 1

6π + 6
6π = 7

6π
α4 = 1

6π + 2
6 · 4 · π = 1

6π + 8
6π = 9

6π
α5 = 1

6π + 2
6 · 5 · π = 1

6π + 10
6 π = 11

6 π
dla k > 5 warto±ci α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢. Zatem rozwi¡zaniem zadania
s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:
zk =

√
3 · [cos( 1

6π + 2
6kπ) + isin( 1

6π + 2
6kπ)] =

√
3 · [cos( 1

6π + k
3π) + isin( 1

6π + k
3π)] , dla k ∈ {0, 1, 2}

8.32.

x4 − 1 = 0
(x2 − 1) · (x2 + 1) = 0 ⇔ (x− 1) · (x+ 1) · (x2 + 1) = 0 ⇔ x = −1 ∨ x = 1 ∨ x2 = −1 ⇔
⇔ x = −1 ∨ x = 1 ∨ x = i ∨ x = −i

8.33.

x4 − i = 0
x4 = i
Oznaczmy teraz: x = a+ bi, gdzie a, b ∈ R
[(a+ bi)2]2 = i
(a2 + 2abi+ b2 · i2)2 = i
[(a2 − b2) + 2abi]2 = i
(a2 − b2)2 + 2(a2 − b2) · 2abi+ 4a2b2i2 = i
a4 − 2a2b2 + b4 + 4a2 · abi− 4b2 · abi− 4a2b2 = i
(a4 + b4 − 6a2b2) + i · (4a3b− 4ab3) = i
m
a4 + b4 − 6a2b2 = 0 ∧ 4a3b− 4ab3 = 1 (1)
(a2)2 − 2a2b2 + (b2)2 − 4a2b2 = 0
(a2 − b2)2 − (2ab)2 = 0
(a2 − b2 − 2ab) · (a2 − b2 + 2ab) = 0
m
a2 − b2 − 2ab = 0 ∨ a2 − b2 + 2ab = 0
a2 − 2ab+ b2 − 2b2 = 0 ∨ a2 + 2ab+ b2 − 2b2 = 0
(a− b)2 − (

√
2b)2 = 0 ∨ (a+ b)2 − (

√
2b)2 = 0

(a− b−
√

2b) · (a− b+
√

2b) = 0 ∨ (a+ b−
√

2b) · (a+ b+
√

2b) = 0
m
a− b−

√
2b = 0 ∨ a− b+

√
2b = 0 ∨ a+ b−

√
2b = 0 ∨ a+ b+

√
2b = 0

Przypadek I. a− b−
√

2b = 0⇔ a = b+
√

2b
Podstawmy to do (1):
4(b+

√
2b)3b− 4(b+

√
2b)b3 = 1

4[b3 + 3b2 ·
√

2b+ 3b(
√

2b)2 + (
√

2b)3] · b− 4b4 − 4
√

2b4 = 1
4(b3 + 3

√
2b3 + 6b3 + 2

√
2b3) · b− 4(b4 +

√
2b4) = 1

4(7b4 + 5
√

2b4 − b4 −
√

2b4) = 1
4(6b4 + 4

√
2b4) = 1

b4 · (24 + 16
√

2) = 1
b4 = 1

24+16
√
2

= 1
8·(3+2

√
2)

= 1
8·(1+2

√
2+2)

= 1

8·(12+2·1·
√
2+
√
2
2
)

= 1
8·(1+

√
2)2

= 1
(2
√
2)2·(1+

√
2)2

= ( 1
(2
√
2)·(1+

√
2)

)2

b2 = 1
(2
√
2)·(1+

√
2)

= 1
2
√
2+2·2 = 1

2
√
2+4

= 2
√
2−4

(2
√
2+4)·(2

√
2−4) = 2

√
2−4

(2
√
2)2−42 = 2(

√
2−2)

4·2−16 =
√
2−2
4−8 =

√
2−2
−4 = 2−

√
2

4 = 1
4 (2−

√
2)

A wi¦c:

b = 1
2

√
2−
√

2 ∨ b = − 1
2

√
2−
√

2

7



St¡d:

a = b+
√

2b = b(1 +
√

2) = 1
2

√
2−
√

2 · (1 +
√

2) = 1
2

√
(2−

√
2) · (1 +

√
2)2 = 1

2

√
(2−

√
2) · (1 + 2

√
2 + 2) =

= 1
2

√
(2−

√
2) · (3 + 2

√
2) = 1

2

√
6 + 4

√
2− 3

√
2− 2 · 2 = 1

2

√
2 +
√

2
oraz:

a = b+
√

2b = b(1 +
√

2) = − 1
2

√
2−
√

2 · (1 +
√

2) = − 1
2

√
(2−

√
2) · (1 +

√
2)2 = − 1

2

√
(2−

√
2) · (1 + 2

√
2 + 2) =

= − 1
2

√
(2−

√
2) · (3 + 2

√
2) = − 1

2

√
6 + 4

√
2− 3

√
2− 2 · 2 = − 1

2

√
2 +
√

2

Zatem pierwsze dwa rozwi¡zania s¡ nastepuj¡ce:

x1 = 1
2

√
2 +
√

2 + i · 12
√

2−
√

2

x2 = − 1
2

√
2 +
√

2− i · 12
√

2−
√

2

Przypadek II. a− b+
√

2b = 0⇔ a = b−
√

2b
Podstawmy to do (1):
4(b−

√
2b)3b− 4(b−

√
2b)b3 = 1

4[b3 − 3b2 ·
√

2b+ 3b(
√

2b)2 − (
√

2b)3] · b− 4(b4 −
√

2b4) = 1
4(b3 − 3

√
2b3 + 6b3 − 2

√
2b3) · b− 4(b4 −

√
2b4) = 1

4(7b4 − 5
√

2b4 − b4 +
√

2b4) = 1
4(6b4 − 4

√
2b4) = 1

b4(6− 4
√

2) = 1
4

b4 = 1
4 ·

1
6−4
√
2

= 1
8 ·

1
3−2
√
2

= 1
8 ·

1

1−2·1·
√
2+
√
2
2 = 1

8 ·
1

(1−
√
2)2

= ( 1
(2
√
2)·(1−

√
2)

)2

m 1−
√

2 < 0

b2 = −1
(2
√
2)·(1−

√
2)

= 1
2
√
2
· 1√

2−1 = 1
2
√
2
·

√
2+1

(
√
2−1)(

√
2+1)

= 1
2
√
2
·
√
2+1
2−1 =

√
2+1

2
√
2

=
√
2·
√
2+
√
2

2
√
2·
√
2

= 2+
√
2

2·2 = 1
4 · (2 +

√
2)

A wi¦c:

b = 1
2

√
2 +
√

2 ∨ b = − 1
2

√
2 +
√

2
St¡d:

a = b−
√

2b = b(1−
√

2) = 1
2

√
2 +
√

2 · (1−
√

2) = − 1
2

√
2 +
√

2 · (
√

2− 1) = − 1
2

√
(2 +

√
2) · (
√

2− 1)2 =

= − 1
2

√
(2 +

√
2) · (2− 2

√
2 + 1) = − 1

2

√
(2 +

√
2) · (3− 2

√
2) = − 1

2

√
6− 4

√
2 + 3

√
2− 2 · 2 = − 1

2

√
2−
√

2
oraz:

a = b−
√

2b = b(1−
√

2) = − 1
2

√
2 +
√

2 · (1−
√

2) = 1
2

√
2 +
√

2 · (
√

2− 1) = 1
2

√
(2 +

√
2) · (
√

2− 1)2 =

= 1
2

√
(2 +

√
2) · (2− 2

√
2 + 1) = 1

2

√
(2 +

√
2) · (3− 2

√
2) = 1

2

√
6− 4

√
2 + 3

√
2− 2 · 2 = 1

2

√
2−
√

2

Zatem kolejne dwa rozwi¡zania s¡ nastepuj¡ce:

x3 = − 1
2

√
2−
√

2 + i · 12
√

2 +
√

2

x4 = 1
2

√
2−
√

2− i · 12
√

2 +
√

2

Przypadek III. a+ b−
√

2b = 0⇔ a =
√

2b− b
Podstawmy to do (1):
4(
√

2b− b)3b− 4(
√

2b− b)b3 = 1
[(
√

2b)3 − 3(
√

2b)2b+ 3
√

2b · b2 − b3] · b− (
√

2b4 − b4) = 1
4

(2
√

2b3 − 3 · 2 · b2 · b+ 3
√

2b3 − b3) · b−
√

2b4 + b4 = 1
4

2
√

2b4 − 3 · 2 · b4 + 3
√

2b4 − b4 −
√

2b4 + b4 = 1
4

5
√

2b4 − 7 · b4 −
√

2b4 + b4 = 1
4

4
√

2b4 − 6 · b4 = 1
4

b4 · (4
√

2− 6) = 1
4

b4 = 1
4·(4
√
2−6)

Ale 4
√

2− 6 < 0, wi¦c prawa strona powy»szego równania jest ujemna. Nie ma wi¦c ono
rozwi¡zania w tym przypadku, gdyz b4 > 0.

Przypadek IV. a+ b+
√

2b = 0⇔ a = −(b+
√

2b)
Podstawmy to do (1):
4[−(b+

√
2b)]3b− 4[−(b+

√
2b)]b3 = 1

4[−(b3 + 3b2
√

2b+ 3b(
√

2b)2 + (
√

2b)3)] · b+ 4(b4 +
√

2b4) = 1
4[−(b3 + 3

√
2b3 + 6 · b3 + 2

√
2b3)] · b+ 4(b4 +

√
2b4) = 1

4[−(7b3 + 5
√

2b3)] · b+ 4(b4 +
√

2b4) = 1
−4(7b4 + 5

√
2b4) + 4(b4 +

√
2b4) = 1

−7b4 − 5
√

2b4 + b4 +
√

2b4 = 1
4

−6b4 − 4
√

2b4 = 1
4
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−b4(6 + 4
√

2) = 1
4

Tutaj tak»e mamy równanie sprzeczne, gdy» lewa strona zawsze jest ujemna lub równa 0.
Ostatecznie rozwi¡zaniem zadania s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:

x1 = 1
2

√
2 +
√

2 + i · 12
√

2−
√

2

x2 = − 1
2

√
2 +
√

2− i · 12
√

2−
√

2

x3 = − 1
2

√
2−
√

2 + i · 12
√

2 +
√

2

x4 = 1
2

√
2−
√

2− i · 12
√

2 +
√

2

8.34.

x6 + 64 = 0
x6 + 26 = 0
x6 = −26

Oznaczmy teraz: x = r(cosα+ isinα), r > 0
[r(cosα+ isinα)]6 = −26

m wzór Moivre′a
r6(cos6α+ isin6α) = −26

r6cos6α+ ir6sin6α = −26{
r6cos6α = −26

r6sin6α = 0

Podnie±my oba powy»sze równania do kwadratu i dodajmy je stronami:
(r6cos6α)2 + (r6sin6α)2 = (−26)2

(r6)2 · (cos26α+ sin26α) = (26)2

(r6)2 = (26)2

r6 = 26

r = 2 (bo r > 0)
Ukªad równa« przybiera wi¦c posta¢:{

26cos6α = −26

26sin6α = 0{
cos6α = −1

sin6α = 0

m
6α = π + 2kπ, k ∈ C
α = 1

6π + 2
6 · kπ

Czyli:
α0 = 1

6π + 0 = 1
6π

α1 = 1
6π + 2

6 · 1 · π = 3
6π

α2 = 1
6π + 2

6 · 2 · π = 5
6π

α3 = 1
6π + 2

6 · 3 · π = 7
6π

α4 = 1
6π + 2

6 · 4 · π = 9
6π

α5 = 1
6π + 2

6 · 5 · π = 11
6 π

Dalej dla k > 5 warto±ci argumentu α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢.
Rozwi¡zaniem zadania s¡ wi¦c liczby zespolone postaci:
zk = 2 · [cos( 1

6π + 1
3kπ) + i · sin( 1

6π + 1
3kπ)], k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}
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