8.24.

Vi

Vi =1 (cosa +isina)

Liczbe zespolong i przedstawiamy w postaci trygonometryczne;j:

i =1 (cosa+isina), r € Ry «a€[0,27]

Przyréwnujac czesci rzeczywiste i urojone dostajemy uktad réwnan:
0=rcosa A 1=rsina

Podniesmy oba réwnania stronami do kwadratu:

0 = r2cos?a

1 =r2sina

Dodajmy je teraz stronami:

1 = r2sina + r2cos’a

1 =72 (sin’a + cos’a)

r2=1

r=1

Zatem

0=1-cosa & cosa=0 & a=3 V 04:37”
oraz

l=1-sina & sina=1 & a=73

I mamy:

i=1-(cosG +ising) (1)

Przedstawmy teraz w postaci trygonometrycznej liczbe dang w zadaniu:
Vi = R-(cosp +ising), R€ Ry «a € 0,27

Podniesmy powyzsze rownanie stronami do kwadratu:

i = [R(cosp + ising)]?

Przeksztalcamy powyzsze rownania stosujac wzér Moivre’a:

i = R? - (cos2p + isin2a)

A poniewaz zachodzi (1), wiec mamy:

R2=1 A 2a =5 +2km, keC

)

R=1 a=7%+kr

A stad dla k € {0,1} mamy:

a1 = %7

o2 = n =5

Dla k r6znych od 1 i 2 otrzymaliby$my po odrzuceniu okresu 27 te same wartosci kata a.
Zatem:

Vi= cos% + isin%

oraz

\ﬂ = cos%7r + isin%ﬂ

Inny sposéb (dla z,y € R):
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Viez4iy o i=2242%zy+i2y? o i=a2—12+2%zy o 4 Y N
y y+i%y y y ) .
l'y:
Podstawiamy (2) do (1):

= (£)?=0 & 22— =0 & 4'-1=0 & 1=1 & 2?=
<=>.171=§\/1‘2=—7
Obliczmy teraz y:
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I ostatecznie mamy:
Vi=+(L +if)



(22 + 2izy +i%y?) - (x +iy) = 1
(:CQ—y2+2iwy)-(w+iy)=1
23 +ixly — xy? — iy 4 22’y — 2292 =1
(2% — xy? —2my)+i(xy y? 4 22%y) =1
(x® — 3wy )+Z(3:17y ) =1
(2% — 3wy)+zy(3x —y?) =1

=3y’ =1 (1) A yBz2—-y?)=0 (2)
Wezmy najpierw pod uwage drugi warunek:
y- (32 —y*) =0
y-(V3z —y) (V3x+y) =0

)

y=0V y=+3z V y=—/3z

I. y=0

Podstawmy to do (1):

2 —-0=1

=1

rz=1

Zatem pierwsze rozwiazanie jest nastepujace: z; =1

II. y=+/3z

Podstawmy to do (1):

3 — 3z (V3x)? =

23 —3z-322 =1

23 —-923 —1=0

823 —-1=0

813 +1=0

(22)3+13=0

Korzystamy teraz z wzoru: a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?):
2z +1)[(2)2 =22+ 1) =0
2z +1)(42% — 22+ 1) =0
)

204+1=0 VvV 42°—-2z+1=0

2z =—1 A=(-2)2-4-4-1=4—-16 = —12 < 0, zatem to rownanie nie ma rozwiazania
o=}

Istad y =v/3- (—3) = -4

Zatem drugie rozwiazanie jest nastepujace: zo = —% - ?z & 29 =1 (cosp + ising)

cosp = —% A sinp = —?

ll pelll cwz’artkz’ A cosE =1 A sink = ? A cos(m+a) = —cosae A sin(m+ o) = —sina

=r+Z= i
373
W1Qc ostatecznie:

29 = —% — @z = cos%w + isin%w

III. y=—/3z
Podstawmy to do (1):
23— 3z (—V/31)% =
23 —3r-322 =1

Widzimy, ze mamy tu to samo réwnanie co w powyzszym punkcie. A wiec z = —%

Istad y = —V3 - (—1) =42

Zatem trzecie rozwigzanie jest nastepujace: z3 = —3 + ?z & 23 =1-(cosp + ising)

cosp = —% AN sing = §

V pell twiartki A cosT =3 A sing = @ A cos(m—a)=—cosa A sin(m — a) = sina

— T o__ 2
pP=T—3 =37
Wiec ostatecznie

23 = —5 —|— fz = cos2 3 + ’LSZTL§7T



8.26.

Vi=(x+iy) & (x+iy)’ =i, T,y€R, y#0

Zastosujmy w powyzszym rownaniu wzor (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab® + b*:
23 + 3x%iy + 3wiZy? +i3y® =i

(23 = 3zy?) +i- 322y —y3) =i

3 —3xy’=0 (1) A 32%2y—y3=1 (2)

Rozpatrzmy roéwnanie (1):

23 —3xy? =0

z- (22 -3y%) =0

v (= V3y)- (& + V/3y) =0

T

r=0 V x—\/gy:O V x+\/§y:O

I.z=0

Podstawmy to do (2):
3-02.y—y2=1

_y3:1

y'=-1

y=—1

Wiec g =0+i-(=1) = —i

II. 2 —+3y=0
=13y

Podstawmy to do (2):
3-(V3y)? oy -y’ =1

93—y =1
Sy3 =1
23y371:0
(29)° 13 =0

§ stosujemywzér : a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)
(2y—1)-[(2y)> +2y-1+1* =0

2y —1)(4y? +2y+1)=0

i

2y—1=0 V 49> +2y+1=0

=1 VvV A=22_4.4.-1=4—16=-12<0

Y= % V Powyzsze réwnanie nie ma rozwigzania
iees 1 o— 1 _ V3

MamleQC. x_\/gi_T

=i

IIT. 2 ++/3y =0
r=—3y

Podstawmy to do (2):
3 (VY y -y’ =1
9y* y -y’ =1

Sy3 =1

Czyli dalsze obliczenia wygladaja identycznie jak w poprzednim przypadku
4

y=3

Mamy wiec: = —/3 -

-1
== i}

ol

1
2

8.27.
v-1l=z+iy, dlaz,yeR



T +iy)?

(
—1= (= +iy)*)?
—1 = (22 +i - 22y +i%y?)?
1= (22 —y*+i 2xy)?

22—y’ +i-2zy=1¢ V 2?2—1y?+i-2ay=—i

I —y*+i-2zy=i
22—92=0 A 22y=1 A 2#0 A y#0

4 1
y2:ﬂ12
37—(%7) =0
2 — =0 /-4a?
dpt — 1 =
4t =1
=1
1
x2)2:i
22 =1
_ 11 _ 2 1 2 1 _ 2
1’1—\/;—7@—7 hW=s"B=B~" 2
_ 1 _ 1 V2 1 2\ _ V2
372—_\/;——ﬁ—_7 =35 (-75)=—%

IT. 22 —y? +i- 20y = —i
22—y =0 A 2z2y=—-1 A 2#0 A y#0

v 1

Y= "9

Z‘Q _(_1 )2 =0

?— oz =0 /- 4a?

{ Obliczenia identyczne jak dla punktu wyzej:
_ V2 _ 1.2 _ _ 2

T3 = 5 B=—9"5=""2

Przedstawmy teraz znalezione liczby zespolone w postaci trygonometryczne;j:
V2.2 r=(2)2+(L)2=/2+2=VI=1

1= 2 2
Poniewaz wszystkie pozostale liczby zespolone réznia sie tylko znakiem przy czesci zespolonej i urojonej,
wiec modut r dla kazdej z nich bedzie identyczny (rowny 1).

— N2 2. T 4 isinT) = cosZ + isinZ
2= %2 4% =1 (cosT +isinG) = cos§ +ising

zZ9 = —? — - ?

$ cos(m+7%)=—cosT A sin(mr+F)=—sing
ZQ:fgfzﬁg:cos(7r+§)+i~sm(7r+%):cos%erstm%?r
z3 = ? — 17 g

$ cos(2mr—F) =cosy A sin(2mr—7F) = —sin}

zg =2 —i Y2 =cos(2mr — ) +i-sin(2r — %) = cosIm +i-sinimw

Zy=—5 T 5

§ cos(n—%)=—cosT A sin(mr—7)=sing

2y =—%+i- P =cos(m—Z)+i-sin(r— %) =cos3m+i-sinSmw
8.28.

v=1+1
Przedstawmy liczbe —1 + ¢ w postaci trygonometryczne;j:
—1+1i=r(cosp +ising)

r= )T 2= 2



r-cosp=—1 AN 7r-sinp=1

cosp = _71 A stng = l
cosp = —% A sing = %
cosp = —72 A sing = %

. T V2 T \/§ _ T — _posT ; _ T\ — ginX
Mamy: cosT = %=, sin% = oraz cos(m — §) = —cosT A sin(m —F) = sing
Zatem p =31 i —1+4i= \[ (cos3m +isindm) (1)

Oznaczmy teraz v/—1+14 = rg - (cosa + isina) i podnieSmy obie strony tego réwnania do trzeciej
potegi:

—1+4i=[rg- (cosa + isina)]
Zastosujmy wzor Moivre’a do prawej strony:
—1+41i=173"(cos3a + isin3a) (2)
Rownania (1) i (2) sa spelnione dla:

13 =V2 & rp=(22)5 =26 = /2

oraz

3a:%7r+2k77 & az%Jr%lmr, keC
Czyli mamy nastepujace rozne wartosci:

3

s 2 T
Oé():z—f'g'o WZ%
a=2+%1l-r=in+ir=27
R DS PSR S FRTTET
ag =7+ g2 s %ﬂ'—F 3T = 15T+ 57 = 137
043:% s 3 m=gqr+2n=% =

i dalej wartosci « zaczynaja sie powtarzaé. Zatem rozwiazaniem zadania sa liczby:

20 = V2 (cosT +isinT)
= V2 (costm +isiniin)
= V2 (cosi2m + isiniIT)
8.29.

V3i+hi=zx+1iy, x,yeER
3+ 4i = (z +iy)?

3+ 4i = 22 + 2ixy + i%y?
3+4i=2x%—y?+22y-1i

Podstawmy k = 22, k > 0:
k?—3k—4=0
A=(-3)2—-4-1-(—4)=9+16=25

ko = —(—3)+5 8 _ ¢

Pod uwage bierzemy tylko ks, bo pierwsze jest ujemne. Zatem:
% = 4 S x1=2 V x9=-2

ypp=5=1

Y2 = % =-1

Ostatecznie rozwigzaniem zadania sg liczby:
z1 =241

z1 = —2—1

8.30.

V2 —2i
Przedstawmy liczbe 2 — 2¢ w postaci trygonometryczne;j:
2—2i=r1-(cosp +isiny)



4

rcosp=2 /% A rsing=-2/2
rlcoslp =4 AN rsinp=4

Dodajmy oba powyzsze rownania stronami:
r2cos?p + r?sinp = 4 + 4

r2(cos®p + sinp) = 8

r? =38

r=v8

r=+v4-2

r=2v2

Teraz mozemy obliczy¢ argument:

cosp = % A stny = —%

) ino = ——2_
cosp = 55 A sinp = 5
cosp = % A Sinp = —

2 —2i=2v2-(cosim+isinim) (1)
Oznaczmy teraz:

V2 —2i =ry - (cosa + isina) /3

2 —2i =13 - (cos3a + isin3a) (2)
Rownania (2) i (3) sa spelnione dla:
=22 & rp=(23)5=2:=2
oraz

3a:7£7r+2k7r ,dla ke C

_ 7 2 o, 2
a=zom+ shr = {5m+ Skr

a0:l7r+2'0' =

7

L
a1:EW+§'1'W:£W+%W:%W
PO U S, S cAu G T S
2= 13T+ 3 T=1T+t3T=13n+tpr=157T

dla k£ > 2 wartosci « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja sie powtarzaé¢. Zatem rozwigzaniem zadania
sa nastepujace liczby zespolone:
2 = V2 [cos(Lm + 2km) +isin(Lm 4+ 2km)] , dla k € {0,1,2}

8.31.

/=27

Przedstawmy liczbe —27 w postaci trygonometryczne;j:
—27 = r(cosp + isiny)

U

rcosp = —27 /2 A rsing =0 /?
r2cos?p = (—27)2 A rsin?p =0
Dodajmy oba powyzsze réwnania stronami:
r?cos?p + rlsin?p = (—27)?

r?(cos?p + sinp) = (—27)2

r? =272

r=27

Zatem mamy:

27 -cosp=-=27 AN 27 -sinp=0
cosp=—-1 A sinp=0

i

p=m

Czyli:

—27 =27 - (cosm + isinm) (1)
Oznaczmy teraz:

/=27 = ry - (cosa + isina) /6

—27 =75 - (cosba + isinba)  (2)



(1) A (2) & 15=27T A 6a=m+2kr ,dlakeC
1 1
= 5 5

ry = (27)5 = (3%) =32 =+/3

6a =+ 2km

a:‘%ﬂ—&-%lm

a wiec:

a=ir+2.0-7r=1inr
a?—gw—i—g-lwr:gw—i—gﬂzgw
042=§7T+§-2~7T=§7T+§7T=§7T
O¢3=§7T—|-§'3~7T:§7T—|-§7T:§7T
044:§7T+§'4'7T:§7T+§7T:67T
a5:g7r+g~5«7r:g7r+g07r:%

dla k > 5 wartosci « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja sie powtarzaé¢. Zatem rozwiazaniem zadania
sa nastepujace liczby zespolone:
2 = V3 [cos(im + 2km) + isin(im + 2km)] = V3 [cos(im + Em) + isin(i7 + E7)] L dlak € {0,1,2}

8.32.

zt—-1=0

(22 -1)-(2>+1)=0 & (z—1)- (m—i—l) (2+1)=0 & z=-1Va=1Vi=-1<¢
& rz=—-1V z=1Vazer=iVzr=—

8.33.

2t —i=0

zt =1

Oznaczmy teraz: x = a + bi, gdzie a,b € R
[(a +bi)?)? =i

(a® + 2abi + b2 - i%)? =i

[(a® — b2) + 2abi)? =

(a® — b%)? + 2(a? fb2) 2abi + 4a?b%i% =i

a* — 20?0 + b* + 4a? - abi — 4b* - abi — 4a*b* =i
(a* +b* — 6a?b?) + i - (4a3b — 4ab®) =i

)
a* +b* —6a**=0 A 4aPb—4ab® =1 (1)

(a?)? — 2ab* + (b2)2 —4a*h* =0

(a? — %)% — (2ab)? =0

(a® — b — 2ab) - (a® — b> +2ab) = 0

:

a?—v>—-2ab=0 V a®>—b*+2ab=0

a?—2ab+b*—20>=0 V a®+2ab+b*—2b>=0

(a—b)2=(V20)2=0 V (a+b)?%—(vV20)2=0
(a—b—~2b)-(a—b+v20)=0 V (a+b—+2b)-(a+b++2b)=0

)

a—b—Vv20=0 V a—-b+vV20=0 V a+b—+v2b=0 V a+b+v2b=0

Przypadek I. a —b—v2b=0<a=0b+/2b
Podstawmy to do (1):
4(b 4 V2b)3b — 4(b + V2b)b3 = 1

4[6% + 3b% - V/2b + 3b(\/2b)% 4 (v/20)%] - b — 4b* — 4/2b* =1
4(0° 4 3v20° + 6b3 + 2fb3) b—4(b* +2b) =1
4(Tb* 4 5v/20* — bt — V/2b%) =1
4(6b* + 44/20%) = 1
bt (24 +16v2) =1

4 _ 1 — 1 — 1 — 1 — = 1 — 1 — ( 1 )2

24+16f 8-(3+2v2)  8(14+2v2+2)  8(1242:12+v22)  8(1+v2)2 ~ (2v2)2-(1+2)2 (2v2)-(1+V2)

b2 — 11 2v2-4 _ o 2v2-4  _ 2(v2-2) _ fz f2:2 f_%(Q_ﬂ)

(2v/2)- 1+\f) T 2vai22  2v2+4 | (2v2+44)-(2v2—4) | (2v/2)2—42  42-16
A wiec:

b=1vV2-v2 V b=-3V2-V2




Stad:
a=b+ VI =b1+v2) =1V2- V2 1+ VD) = 12— VD) -1+ V22 = 1/ v2)- (1 +2v/2+2) =
:é\/( —V2)-3+2v2) = iV6+4v/2-3V2-2.2=1/2+ 2

oraz:

a=b+ VI =b1+V)=-1V2- VI (1+v2) = -3/~ vD-(1+ V22 =4\ /(2- VD) (1 +2vV2+2) =
:f%\/( V2 B3+2vD) =-LV6+4/2-3vV2-2.2=-1\/21 2

Zatem pierwsze dwa rozw1@zan1a sq nastepujace:
T =iV2+V2+i-1vV2-12
= 5\/2+ 2—1 \/2—\/5

Przypadek I1. a—b+vV2=0sa=b—+2b
Podstawmy to do (1):
4(b — v/2b)3b — 4(b — V/2b)b? = 1
[b3 —3b% - V/2b + 3b(v/2b)2 — (V2b)*] - b — 4(b* — V2b%) =1
40 — 3v/20% + 61> — 2¢/2b%) - b — 4(b* — V2b1) =1
4(Tb* — 5v/20* — bt +/2b%) =1
4(6b4 4/2b%) =1

b6~ 4v2) = §

pr=1 =11 _-1. L =1. 1 _— 1 )?
1 6= 4f 3-2v2 T 8 1-2.1./24+v2° 8 (1-V2)2 (2v2)-(1-v2)

T 1—f<0

b2 = 1 .1 _ 1 V2+1 1 V241 V241 V2242 f:;,(2+\/§)
(2f)(1 V2) T 2v2 V2-1 T 2v2 (V2-1)(V241) T o2ve 2-1 2v2 2v2:v/2 2:2 4

A wiec:

b=1v2+v2 Vv b=-1v2+V2

Stad:

a=b-V2b=0(1-V2) =3 2+\/§~(1—\/5)=—%v2+\/§~(\/§—1)=—1\/(2+\/§)-(\/§—1)2=
—%\/(2+\/§)-(2—2ﬁ+1):-%\/(2+ﬁ) (3-2v2)=—-iV6-4v2+3v2-2.2=-1V/2-2

a=b— VB = b1 —V3) = 12T VB (1 - v3) = 12T VB (VE-1) = 3/ + v3) <ﬂ—1>
—1/e+vD - 222+ ) =1/ +vD)-B-2vD) = 1V6-4v2+3VE-2-2= 12

Zatem kolejne dwa rozwiazania sa nastepujace:
__,\/2_ 2+i- 5\/2+\/§
= %\/ — —1- \/ 2 + \/i

Przypadek ITT. a+b—V2b=0<a=+v2b—b
Podstawmy to do (1):

4(v/2b — b)3b — 4(v/2b — b)b® =1

[(V2b)? — 3(v/2b)%b +3v/2b - b* — b°] - b — (V2b* — b*) = 1
(2V20% —3-2-b2 - b+ 3vV26° — b%) - b — V2b* + b = 1
2v2b* — 3.2 b* 4+ 3V26* — bt — V20 + bt =

5v20* — 7. bt — 20t 4 bt =1

4V20" —6-b* =
bt (4v2-6) =1
4 1

b T 4-(4v2-6)

Ale 4v/2 — 6 < 0, wiec prawa strona powyzszego rownania jest ujemna. Nie ma wiec ono
rozwigzania w tym przypadku, gdyz b* > 0.

Przypadek IV. a +b+ v/2b=0 < a = —(b+ /2b)
Podstawmy to do (1):

A[=(b+ V2b)%b — 4[~ (b + V20)b° = 1

4[— (b + 3b%V2b + 3b(V2b)2 + (V2b)3)] - b+ 4(b* + V2b*) = 1
A[— (03 + 3v/26% 4+ 6 - b3 + 2v/20%)] - b+ 4(b* + V2b*) = 1

A[— (70 4+ 5v/26%)] - b+ 4(b* + V2b4) = 1

—4(76* + 5v2b%) +4(b* + V201 =1

—7b* — 520" + bt + V/2bt = 1

—6b* —4y/20* = 1



—b(6+4v2) =1
Tutaj takze mamy roéwnanie sprzeczne, gdyz lewa strona zawsze jest ujemna lub réwna 0.
Ostatecznie rozwiqzaniem zadania sa nastepujace liczby zespolone:

1‘1:l 2+\/§+Z 212
2+\/§

T3 = — 2—V2+i-
14:% 2-2—1i. ; 2++2

To = —

l\')\l—‘ Loh—t

8.34.

2% +64=0

25 +26=0

26 = 26

Oznaczmy teraz: x = r(cosa + isina), r >0
[r(cosa + isina)]® = —26

§ wzér Moivre'a

7 (cosba + isinba) = —26

rScosba + ir®sinba = —2°

rScosba = —26
rOsin6a = 0
Podniesmy oba powyzsze réwnania do kwadratu i dodajmy je stronami:
(rScos6a)? + (rSsinba)? = (—25)2
(r®)2 - (cos?6a + sin?6a) = (2°)?
(7“6)2 — (26)2
7“6 — 26
r=2 (bor>0)
Uktad réwnan przybiera wiec postaé:
26cos6ar = —26
26sin6a = 0

cosba = —1
sinba = 0
i

6a=mn+2kr, keC
a=gn+2 kn

Czyli:
a0f17r+0*%7r

ap = g 9 -1- 7r:§7r
a3 = =T+ 3-m=+m
044:%774—%-447—%77
OL5:€TF+6.5'7T:F17T

Dalej dla k& > 5 wartosci argumentu « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja sie powtarzaé.
Rozwiazaniem zadania sa wiec liczby zespolone postaci:
zp =2 [cos(gm + k) +i-sin(gm + k)], ke€{0,1,2,3,4,5}



