8.35.

x> —1024=0
x® =210 =90
5_(22)520
5745:0
x5 =45

Oznaczmy: = = r(cosa + isina), r >0
Mamy: [r(cosa + isina)]® = 45
Stosujemy wzér Moivre’a:
r9(cosba + isinba) = 4°
Zatem musi zachodzi¢:

rPcosba = 4°

rdsinba =0
Podniesmy oba réwnania do kwadratu i dodajmy stronami:
(rPcosba)? + (rdsinba)? = (45)% + 02
(r5)2 - (cos?5a + sin?5a) = (45)2
(7.5)2 .1 = (45)2

7“5:45
r=4
Uktad réwnan przybiera wiec postaé:
4°cosba = 45 S5a =1
56(,)8(1 & C?sa & ba=2km, keC & a:%kﬂ', kel
4°sinba =0 sinda =0
Czyli:
ap=2-0-1=0

3 _ 2
al—;~1-7r—§7r
a2=§~2-7r:§7r
a3:§~3-7r:§7r
a4:g.4.7rzg7r

Dalej, dla k& > 4 wartosci argumentu « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja sie powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwigzaniem zadania sg nastepujace liczby zespolone:
2 =4- (COS%]{IW + isin%k‘ﬂ'), dla k € {0,1,2,3,4}

8.36.
vt 4+4=0
rt4+22=0
'+ (V2P =0
2+ V2 =0
ot = (V7))
Oznaczmy: = = r(cosa + isina), 1 >0
Mamy: [r(cosa + isina)]* = —(ﬂ4)
Stosujemy wzor Moivre’a:
rt(cosda + isinda) = —(\/54)
Zatem musi zachodzi¢:
rtcosda = —(\/54)
rtsinda = 0
Podniesmy oba réwnania do kwadratu i dodajmy stronami:
(r*cosda)? + (rsinda)? = (7\@4)2 +0?
(rt)? - (cos?4a + sin?4a) = (\/54)2, bo a? = (—a)?
()2 1= (V2')?
rt = ﬁ4, bor >0
r=v2
Uktad réwnan przybiera wiec postac:
{\/54005404 = —(\/54) {cos4a =1
4 A
V2 sinda =0
Czyli:
aoziw—l—%-()wrz iw

, & da=n+2kr, keC & a=in+2kr, keC
stnda =0



ar=ir+2.1.7 s

oo = i71' + i, 2-m s

043:%71'4—%'3'71':171'

Dalej, dla k& > 3 wartosci argumentu « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja sie powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwigzaniem zadania sa nastepujace liczby zespolone:

2 = V2 [cos(im + k) + isin(in + Lkm)], dlak € {0,1,2,3}

IO [

8.37.
26 —-1=0
20 =1

Oznaczmy: x = r(cosa + isine), 1 >0
Mamy: [r(cosa + isina)]® =1
Stosujemy wzér Moivre’a:
r®(cosba + isinba) = 1
Zatem musi zachodzi¢:

rScosba = 1

r®sinba = 0
Podniesmy oba réwnania do kwadratu i dodajmy stronami:
(rScos6a)? + (r%sinba)? = 12 + 02
(r%)2 - (cos?6a + sin?6a) = 1
ri2.1=1

Uktad réwnan przybiera wiec postaé:

]_. :]_ :1
{ cosba - cosba & 6a=04+2%krm keC & a:%kw:%lm,kec

1-sin6a =0 sinba =0
Czyli:

ap=4%+-0-1=0

a1:i~l-ﬂ:l7r
a2:i~2-7r:§7r
a3=i~3-7rzg7r=7r
s B0 At
a5:§~5~7T:§7r

Dalej, dla & > 5 wartosci argumentu « po odrzuceniu okresu 27 zaczynaja si¢ powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwigzaniem zadania sa nastepujace liczby zespolone:
zi =1+ [cos(%km) + isin(3km)] = cos(2km) + isin(ikm), dlak € {0,1,2,3,4,5}

8.38.

?4+8=0 & 2*+2°=0
Zastosujmy wzoér: a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?)
(x+2)(z2 —22+22) =0
(x4+2)(22 -2 +4)=0

)

r=-2 V 22-2x+4=0
Oznaczmy: z = a + bi, gdzie a,b € R
Mamy: (a +bi)2 —2-(a+bi)+4=0
a® + 2abi 4+ b%i2 —2a — 2bi +4 =0

(> —b* —2a+4) + (2ab — 2b)i = 0

{a2—b2—2a+4:0 (1)

2ab — 2b = 0 (2)
2ab—2b=0
bla—1)=0

b=0 (3) VvV a=1 (4
Podstawmy (3) do (1):
a?—02-2a+4=0



a?—2a+4=0
A=(-2)2-4-1-4=4-16=-12<0
Zatem w dla b = 0 nie mamy rozwiazai.

Podstawmy teraz (4) do (1):
12-0>-2-1+4=0
1-0*4+2=0

=3

)

b=+v3 VvV b=—V3

Zatem rozwiazaniami zadania sa nastepujace liczby zespolone:
I = —2

zo =14 +/3i

z3=1-+/3i

8.39.

c08dT

Stosujac wzér Moivre’a mamy:

(cosz + isinz)® = cosbx + isinbr (1)

Korzystajac z wzoréw na dwumian i symbol Newtona:

2 _ (T n n n—1 n n—232 n n—kpk n n—1 ny\.n
(a+b) —<0)a +(1>a b+<2)a b —I—...—l—(k)a b +...+(n1)ab +(n>b

n n!
k)~ Fln—Fk)

mainy:

5 5 ) ) ) )
(cosz+isinz)® = (O> cosSx+ <1) cos*x-isinx+ (2> cos3z-i?sin®z+ (3) cos?z-i3sin3x+ <4) cosx-i*sintx+ <5) -i%sin®x =

5! 5! 5! 5

= 5i5c0s°T + rqcostT - isina + %cosga: (=1) - sin?x + 3!‘rf!2!0052x (1) - sindx + cosx - sintx + 5%, - isin’x =
= cos°x + beos*z - isinz — 10cos3x - sin®x — 10cos?x - isin3x + Scosx - sintx + isinz  (2)

Uwzgledniajac (1) i (2) mamy:

cosbr = Re[(2)] = cos®x — 10cos®z - sinx + 5cosx - sintx

8.40.

sinbx

Stosujac wzor Moivre’a mamy:

(cosx + isinz)® = cosbx + isinb6xr (1)

Korzystajac z wzoréw na dwumian i symbol Newtona:

2 _ (1 n n n—1 n n—212 n n—kpk n n—1 ny\.n
(a+0)° = (O)a +<1>a b+<2)a b +...+<k>a b +...+(n_1>ab +(n>b

n n!
L)~ Kln—Fk)
mamy:

6 6 6 6 6 6
(cosx + isinx)® = (0) cosbx + (1) cos®x - isinx + (2> cosx - i?sin’x + (3) cosdx - i3sin®z + (4) cos’x - itsintr + <5> .

cosx - i°sin®x+

6\ 6. 6
+ 6 108N
+(=1) - sin®z = cosSx + 6cos’x - isinx — 15cosx - sin®x — 20cos®x - isindx + 15c0s%x - sinx + 6cosx - isin
Uwzgledniajac (1) i (2) mamy:
sinbx = Im[(2)] = 6cos’z - sinx — 20cos3x - sinx + 6cosz - sin’x

.. ! . | . . ! . ..
T = cos6m+60055x-zszmc+%cas‘lm (—=1)-sinz+ %003337- (—1) ~sm3ﬂc+% -cos?x-1-sin*x +6cosw-isin®r+

Sr —sinfx  (2)

8.41.

sinTx

Stosujac wzér Moivre’a mamy:

(cosx + isinz)” = cosTx +isinTx (1)

Korzystajac z wzoréw na dwumian i symbol Newtona:

2 _ (1 n n n—1 n n—212 n n—kpk n n—1 ny\.n
(a+b)* = (O)a +<1>a b+<2)a b +...+(k>a b +...+(n_1)ab +(n>b



n n!
L)~ Kln—Fk)

mainy:
Faim )7 7 7 7 6, . iai 7 5., 120702 7 4, . 303 7 3., doind 7
(cosz + isinx)" = 0 cos'x + 1 cos°x - 1s1nx + 9 cos°xr -1°sinx + 3 cos*x -1°swmn°r + 4 cos°r -1 sintr + 5
cos®x - i%sin®x+
7
+ 6 -cosx-i%sinSx+ <7> -i'sin"x = cos"w+Tcosbx-isinz+21cosSz- (—1)-sinxw+35costz - (—i)-sin3x+35-cos3x-1-sintz+

+21cos’x - isindx + Tcosx - (—1) - sinSx + (—i) - sin"x = cos"z + Tcos®z - isinz — 21cos®x - sin®z — 35cosx - i - sindx+

+35 - cos3x - sintx + 21cos®x - isin’x — Teosx - sin®x — i - sin"x  (2)
Uwzgledniajac (1) i (2) mamy:

sinTz = Im[(2)] = Tcos®z - sinz — 35cos*z - sin®z + 21cos’x - sin®

x—sin’z

8.42.

cos8x

Stosujac wzér Moivre’a mamy:

(cosz + isinz)® = cos8x +isin8x (1)

Korzystajac z wzoréw na dwumian i symbol Newtona:

2 _ (T n n n—1 n n—=2p2 n n—kpk n n—1 ny\.n
(a+b)* = <O)a +<1>a b+<2)a b —I—...—l—(k)a b +...+(n_1)ab +(n>b

n n!
k)~ Fln—Fk)

mainy:

8 8 8 8 - 8 8
(cosz + isinx)® = <0) cos®z + <1) cos"x - isinx + <2> cosSz - i%sin’x + <3> cosdz - i3sindx + <4> costx - itsin*r + <5> .

cos3z - P sindr+

8 “ 8 - 8\ < . . . .
+<6 -cost-zﬁszn6x+ 7 -cosx-z7szn7x—|— 8 '7,881’/181‘:COSS$+8COS7I~Z'SZHJ)—28CO$6$'81n2$—566085$'2'81n35€+

+70cos*z - sintx + 56co0s®x - i - sin®z — 28cos®x - sin®x — 8cosx i - sin"x + sinx  (2)

Uwzgledniajac (1) i (2) mamy:
cos8z = Re|(2)] = cos®z — 28cos®z - sin’x + T0cos'x - sin*z — 28cos®z - sinSx + sindx

8.43.

a). sinx + sin2x + ... + sinnx = sinl3 (n+1)a] sin(3nz)

sin%x
cos[t(n+1)z]-sin(inz
b). cosx + cos2x + ...+ cosnx = (5 %le]y (zn2)
singzx

Uwagal!

W tresci zadania sa dwie literowki:

sin[3(n + 1)] zamiast sin[3(n+ 1)z] oraz cos[3(n+ 1)] zamiast cos[%(n+ 1)z]
WeZzmy pod uwage nastepujaca liczbe zespolong:

z = COST + 18inw

Korzystajac z wzoru Moivre’a obliczamy kolejne jej potegi:

2% = (cosx + isinx)? = cos2x + isin2x

2% = (cosz + isinx)3 = cos3x + isin3x

2" = (cosz + isinx)™ = cosnx + isinnx

Dodajmy teraz liczbe z i kolejne jej potegi stronami:

2+ 22+ 23 4.+ 2" = cosx + cos2x + cos3x + ... cosnx + i - (sinx + sin2x + sin3x + ... + sinnx)
Lewa strona jest suma n kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktérym:

ai =z N q==z

Zatem: z + 224+ 234+ ... +2" =8, ==z- ll_jz

n

5. 1—2" _ z—2"t1 _ cosz+isinz—cos[(n+1)x]—isin[(n+1)z] _ {cosz+isinz—cos[(n+1)x]—isin[(n+1)z]}-[(1—cosz)+isinz] __
1-z = 1-z 1—cosz—isinx - [(1—cosz)—isinz]-[(1—cosz)+isinz] -
{cosz+isinz—cos[(n+1)x]—isin[(n+1)z]|}-[1—cosztisinz] _ [

(1—cosx)2—(isinz)?

M =12 — 2cosz + cos’x — i% - sin®x = 1 — 2cosx + cosx + sin’x = 2 — 2cosx = 2(1 — cosx) =

= (stosujemy wzor : 1 — cosx = 2sin*ix) = 2 - 2sin’ sz = 4sin’Jx

2

W przeksztalceniach licznika stosujemy m.in. wzory: 1 — cosx = 2sin %:z: oraz 1 + cosx = 20052%z:

L = cosx — cos*x + isinxcosw + isinx — isinzcosr + i2sin’x — cos|[(n + 1)x] + cos[(n + 1)z] - cosz — cos[(n + 1)x] - isinz—



—isin[(n + 1)z] + isin[(n + 1)z] - cosx — i®sin[(n + 1)x] - sinx = cosx — cos®x — sin®x — cos[(n + 1)x] + cos[(n + 1)x] - cosz+
+sin[(n+ 1)x] - sinx + i - {sinzcosx + sinx — sinxcosx — cos[(n + 1)x] - sinz — sin[(n + 1)x] + sin[(n + 1)z] - cosx} =
= cosx — 1 — cos[(n+ 1)z] - (1 — cosx) + sin[(n + 1)z] - sinx + i{sinz — cos[(n + 1)z] - sinz — sin[(n + 1)z] - (1 — cosx)}
—(1 — cosz) — (1 — cosz) - cos[(n + 1)z] + sin[(n + 1)z] - sinz + i{sinx - (1 — cos|(n + 1)z]) — sin[(n + 1)z] - 2sin*Lz} =
—2sin?ix — 2sin®1a - cos[(n + 1)z] + sin[(n + 1)z] - sinx + i{sinz 25in2[%(n +1)z] — sin[(n + 1)z] - 2sin*1z} =
= —2sm sx-(1+ cos[(n + 1)z] + sin[(n + 1)z] - sina + i{2sinx - sin®[3(n + 1)z] — 2sin|(n + 1)z] - sin?3a} =
—2szn2%x 2c0s%[%(n + 1)x] + sin[(n + 1)) - sine + i{2sinz - sin®[1(n + 1)2] — 2sin[(n + 1)z] - sin® 3z}

Zatem:

a). sinx + $in2x + ... + sinny = 2sina-sin®[3 (n+1)a]—2sin[(n+D)z]-sin” 3z

= {Stosujemy wzor: sin2x = 2sinzcosz}=

4sin?Lx

2-2sin%x»cos%w-sin2[%(n+1)m]72-25in[ (n+1)z]-cos[+ (n+1)w] sin? T cos%m-sin2[%(n+1) ]—sin[3 (n+1)z]-cos[ (n+1)z]-sinsz
- 4sin2ix - sznér -

o1 ol 1 1 i1

L(n+1)z]- 1(n+41)z]-costaz—cos[L(nt1)a]-sind . 3 . . )
= sinlz (i) {sinfz (n )jnclojzx coslg(nil)e] singz} _ {Stosujemy wzor: sin(a — ) = sinacosf — cosasinfi} =
_ sin[% (n+1)a]- szni[ (n+1)m——x] _ szn[%(n-{-l)zl]szn(%nm), co nalezalo dowiesé
singx sing

—2sin? %w-2cos2 [3 (n+1)z]+sin[(n+1)z]-sinz

b). cosx + cos2x + ...+ cosnx = = {Stosujemy wzor: sin2z = 2sinzcosx}=

452712;17
_ —4sin®*Lz-cos®[3 (n+1)z]+2sin[L (n+1)z]-cos[3 (n+1)z]-2sinta-cosiz  —dsin®Llw-cos?[L(n+1)z]+4sin[3(n+1)z]-cos[d(n+1)z]-sinta-cosiz
- 4sin?ix - 4sin?ia -
_ sin[%(n+1)a:]-cos[%(n+1)a:]~sin%a:»cos%;v szn2l;v cos2[é(n+1)w] _ sinsz-{sin[§(n+1)z]-cos[L (n+1)a]- coséw sinx cosQ[ (n+1)a:]}
- sin?ix - 91n2§
_ sin[i(n+1)z]-cos[2 (n+1)z]-costa—siniz-cos®[L(n+1)z]  cos[:(n+1)z]-{sin[L(n+1)z]-costz—sintz-cos[3(n+1)z]}
- sin%a: - sin%a: -
_ cos[E(n+1)a]-{sin[L (n+1)x]-costz—cos[L (n+1)x]-sinsz}  cos[i(n+1)z]-{sin[i(n+1)z]-cosiz—cos[L(n+1)a]sinz}
- sin%x - szn;m -
1 )
={Stosujemy wzor: sin(a — ) = sinacosf — cosasinf} = COS[Q(HH)I];;Z[I 3(ntle—jo] _
Sty

_ cos[3(n+1)z]-sininz

7 , co nalezato dowies¢
sznéa:



