
8.35.

x5 − 1024 = 0
x5 − 210 = 0
x5 − (22)5 = 0
x5 − 45 = 0
x5 = 45

Oznaczmy: x = r(cosα+ isinα), r > 0
Mamy: [r(cosα+ isinα)]5 = 45

Stosujemy wzór Moivre'a:
r5(cos5α+ isin5α) = 45

Zatem musi zachodzi¢:{
r5cos5α = 45

r5sin5α = 0

Podnie±my oba równania do kwadratu i dodajmy stronami:
(r5cos5α)2 + (r5sin5α)2 = (45)2 + 02

(r5)2 · (cos25α+ sin25α) = (45)2

(r5)2 · 1 = (45)2

r5 = 45

r = 4
Ukªad równa« przybiera wi¦c posta¢:{

45cos5α = 45

45sin5α = 0
⇔

{
cos5α = 1

sin5α = 0
⇔ 5α = 2kπ, k ∈ C ⇔ α = 2

5kπ, k ∈ C

Czyli:
α0 = 2

5 · 0 · π = 0
α1 = 2

5 · 1 · π = 2
5π

α2 = 2
5 · 2 · π = 4

5π
α3 = 2

5 · 3 · π = 6
5π

α4 = 2
5 · 4 · π = 8

5π
Dalej, dla k > 4 warto±ci argumentu α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwi¡zaniem zadania s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:
zk = 4 · (cos 25kπ + isin 2

5kπ), dla k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

8.36.

x4 + 4 = 0
x4 + 22 = 0
x4 + [(

√
2)2]2 = 0

x4 +
√

2
4

= 0

x4 = −(
√

2
4
)

Oznaczmy: x = r(cosα+ isinα), r > 0

Mamy: [r(cosα+ isinα)]4 = −(
√

2
4
)

Stosujemy wzór Moivre'a:

r4(cos4α+ isin4α) = −(
√

2
4
)

Zatem musi zachodzi¢:{
r4cos4α = −(

√
2
4
)

r4sin4α = 0
Podnie±my oba równania do kwadratu i dodajmy stronami:

(r4cos4α)2 + (r4sin4α)2 = (−
√

2
4
)2 + 02

(r4)2 · (cos24α+ sin24α) = (
√

2
4
)2, bo a2 = (−a)2

(r4)2 · 1 = (
√

2
4
)2

r4 =
√

2
4
, bo r > 0

r =
√

2
Ukªad równa« przybiera wi¦c posta¢:{√

2
4
cos4α = −(

√
2
4
)

√
2
4
sin4α = 0

⇔

{
cos4α = −1

sin4α = 0
⇔ 4α = π + 2kπ, k ∈ C ⇔ α = 1

4π + 2
4kπ, k ∈ C

Czyli:
α0 = 1

4π + 2
4 · 0 · π = 1

4π
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α1 = 1
4π + 2

4 · 1 · π = 3
4π

α2 = 1
4π + 2

4 · 2 · π = 5
4π

α3 = 1
4π + 2

4 · 3 · π = 7
4π

Dalej, dla k > 3 warto±ci argumentu α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwi¡zaniem zadania s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:
zk =

√
2 · [cos( 1

4π + 1
2kπ) + isin( 1

4π + 1
2kπ)], dla k ∈ {0, 1, 2, 3}

8.37.

x6 − 1 = 0
x6 = 1
Oznaczmy: x = r(cosα+ isinα), r > 0
Mamy: [r(cosα+ isinα)]6 = 1
Stosujemy wzór Moivre'a:
r6(cos6α+ isin6α) = 1
Zatem musi zachodzi¢:{
r6cos6α = 1

r6sin6α = 0

Podnie±my oba równania do kwadratu i dodajmy stronami:
(r6cos6α)2 + (r6sin6α)2 = 12 + 02

(r6)2 · (cos26α+ sin26α) = 1
r12 · 1 = 1
m r > 0
r = 1
Ukªad równa« przybiera wi¦c posta¢:{

1 · cos6α = 1

1 · sin6α = 0
⇔

{
cos6α = 1

sin6α = 0
⇔ 6α = 0 + 2kπ, k ∈ C ⇔ α = 2

6kπ = 1
3kπ, k ∈ C

Czyli:
α0 = 1

3 · 0 · π = 0
α1 = 1

3 · 1 · π = 1
3π

α2 = 1
3 · 2 · π = 2

3π
α3 = 1

3 · 3 · π = 3
3π = π

α4 = 1
3 · 4 · π = 4

3π
α5 = 1

3 · 5 · π = 5
3π

Dalej, dla k > 5 warto±ci argumentu α po odrzuceniu okresu 2π zaczynaj¡ si¦ powtarza¢. Zatem ostatecznie
rozwi¡zaniem zadania s¡ nast¦puj¡ce liczby zespolone:
zk = 1 · [cos( 1

3kπ) + isin( 1
3kπ)] = cos( 1

3kπ) + isin( 1
3kπ), dla k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

8.38.

x3 + 8 = 0 ⇔ x3 + 23 = 0
Zastosujmy wzór: a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)
(x+ 2)(x2 − 2x+ 22) = 0
(x+ 2)(x2 − 2x+ 4) = 0
m
x = −2 ∨ x2 − 2x+ 4 = 0
Oznaczmy: x = a+ bi, gdzie a, b ∈ R
Mamy: (a+ bi)2 − 2 · (a+ bi) + 4 = 0
a2 + 2abi+ b2i2 − 2a− 2bi+ 4 = 0
(a2 − b2 − 2a+ 4) + (2ab− 2b)i = 0{
a2 − b2 − 2a+ 4 = 0 (1)

2ab− 2b = 0 (2)

2ab− 2b = 0
b(a− 1) = 0
m
b = 0 (3) ∨ a = 1 (4)
Podstawmy (3) do (1):
a2 − 02 − 2a+ 4 = 0
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a2 − 2a+ 4 = 0
∆ = (−2)2 − 4 · 1 · 4 = 4− 16 = −12 < 0
Zatem w dla b = 0 nie mamy rozwi¡za«.

Podstawmy teraz (4) do (1):
12 − b2 − 2 · 1 + 4 = 0
1− b2 + 2 = 0
b2 = 3
m
b =
√

3 ∨ b = −
√

3
Zatem rozwi¡zaniami zadania s¡ nastepuj¡ce liczby zespolone:
x1 = −2
x2 = 1 +

√
3i

x3 = 1−
√

3i

8.39.

cos5x
Stosuj¡c wzór Moivre'a mamy:
(cosx+ isinx)5 = cos5x+ isin5x (1)
Korzystaj¡c z wzorów na dwumian i symbol Newtona:

(a+ b)2 =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + ...+

(
n

k

)
an−kbk + ...+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn(

n

k

)
= n!

k!(n−k)!
mamy:

(cosx+isinx)5 =

(
5

0

)
cos5x+

(
5

1

)
cos4x·isinx+

(
5

2

)
cos3x·i2sin2x+

(
5

3

)
cos2x·i3sin3x+

(
5

4

)
cosx·i4sin4x+

(
5

5

)
·i5sin5x =

= 5!
0!·5!cos

5x+ 5!
1!·4!cos

4x · isinx+ 5!
2!·3!cos

3x · (−1) · sin2x+ 5!
3!·2!cos

2x · (−i) · sin3x+ 5!
4!·1!cosx · sin

4x+ 5!
5!·0! · isin

5x =
= cos5x+ 5cos4x · isinx− 10cos3x · sin2x− 10cos2x · isin3x+ 5cosx · sin4x+ isin5x (2)
Uwzgl¦dniaj¡c (1) i (2) mamy:
cos5x = Re[(2)] = cos5x− 10cos3x · sin2x+ 5cosx · sin4x

8.40.

sin6x
Stosuj¡c wzór Moivre'a mamy:
(cosx+ isinx)6 = cos6x+ isin6x (1)
Korzystaj¡c z wzorów na dwumian i symbol Newtona:

(a+ b)2 =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + ...+

(
n

k

)
an−kbk + ...+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn(

n

k

)
= n!

k!(n−k)!
mamy:

(cosx + isinx)6 =

(
6

0

)
cos6x +

(
6

1

)
cos5x · isinx +

(
6

2

)
cos4x · i2sin2x +

(
6

3

)
cos3x · i3sin3x +

(
6

4

)
cos2x · i4sin4x +

(
6

5

)
·

cosx · i5sin5x+

+

(
6

6

)
·i6sin6x = cos6x+6cos5x·isinx+ 6!

2!·4!cos
4x·(−1)·sin2x+ 6!

3!·3!cos
3x·(−i)·sin3x+ 6!

4!·2! ·cos
2x·1·sin4x+6cosx·isin5x+

+(−1) · sin6x = cos6x+ 6cos5x · isinx− 15cos4x · sin2x− 20cos3x · isin3x+ 15cos2x · sin4x+ 6cosx · isin5x− sin6x (2)
Uwzgl¦dniaj¡c (1) i (2) mamy:
sin6x = Im[(2)] = 6cos5x · sinx− 20cos3x · sin3x+ 6cosx · sin5x

8.41.

sin7x
Stosuj¡c wzór Moivre'a mamy:
(cosx+ isinx)7 = cos7x+ isin7x (1)
Korzystaj¡c z wzorów na dwumian i symbol Newtona:

(a+ b)2 =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + ...+

(
n

k

)
an−kbk + ...+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn
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(
n

k

)
= n!

k!(n−k)!
mamy:

(cosx + isinx)7 =

(
7

0

)
cos7x +

(
7

1

)
cos6x · isinx +

(
7

2

)
cos5x · i2sin2x +

(
7

3

)
cos4x · i3sin3x +

(
7

4

)
cos3x · i4sin4x +

(
7

5

)
·

cos2x · i5sin5x+

+

(
7

6

)
·cosx·i6sin6x+

(
7

7

)
·i7sin7x = cos7x+7cos6x·isinx+21cos5x·(−1)·sin2x+35cos4x·(−i)·sin3x+35·cos3x·1·sin4x+

+21cos2x · isin5x+ 7cosx · (−1) · sin6x+ (−i) · sin7x = cos7x+ 7cos6x · isinx− 21cos5x · sin2x− 35cos4x · i · sin3x+
+35 · cos3x · sin4x+ 21cos2x · isin5x− 7cosx · sin6x− i · sin7x (2)
Uwzgl¦dniaj¡c (1) i (2) mamy:
sin7x = Im[(2)] = 7cos6x · sinx− 35cos4x · sin3x+ 21cos2x · sin5x− sin7x

8.42.

cos8x
Stosuj¡c wzór Moivre'a mamy:
(cosx+ isinx)8 = cos8x+ isin8x (1)
Korzystaj¡c z wzorów na dwumian i symbol Newtona:

(a+ b)2 =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + ...+

(
n

k

)
an−kbk + ...+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn(

n

k

)
= n!

k!(n−k)!
mamy:

(cosx + isinx)8 =

(
8

0

)
cos8x +

(
8

1

)
cos7x · isinx +

(
8

2

)
cos6x · i2sin2x +

(
8

3

)
cos5x · i3sin3x +

(
8

4

)
cos4x · i4sin4x +

(
8

5

)
·

cos3x · i5sin5x+

+

(
8

6

)
· cos2x · i6sin6x+

(
8

7

)
· cosx · i7sin7x+

(
8

8

)
· i8sin8x = cos8x+ 8cos7x · i · sinx− 28cos6x · sin2x− 56cos5x · i · sin3x+

+70cos4x · sin4x+ 56cos3x · i · sin5x− 28cos2x · sin6x− 8cosx · i · sin7x+ sin8x (2)
Uwzgl¦dniaj¡c (1) i (2) mamy:
cos8x = Re[(2)] = cos8x− 28cos6x · sin2x+ 70cos4x · sin4x− 28cos2x · sin6x+ sin8x

8.43.

a). sinx+ sin2x+ . . .+ sinnx =
sin[ 12 (n+1)x]·sin( 1

2nx)

sin 1
2x

b). cosx+ cos2x+ . . .+ cosnx =
cos[ 12 (n+1)x]·sin( 1

2nx)

sin 1
2x

Uwaga!

W tre±ci zadania s¡ dwie literówki:
sin[ 12 (n+ 1)] zamiast sin[ 12 (n+ 1)x] oraz cos[ 12 (n+ 1)] zamiast cos[ 12 (n+ 1)x]
We¹my pod uwag¦ nastepuj¡c¡ liczb¦ zespolon¡:
z = cosx+ isinx
Korzystaj¡c z wzoru Moivre'a obliczamy kolejne jej pot¦gi:
z2 = (cosx+ isinx)2 = cos2x+ isin2x
z3 = (cosx+ isinx)3 = cos3x+ isin3x
...
zn = (cosx+ isinx)n = cosnx+ isinnx
Dodajmy teraz liczb¦ z i kolejne jej pot¦gi stronami:
z + z2 + z3 + . . .+ zn = cosx+ cos2x+ cos3x+ . . . cosnx+ i · (sinx+ sin2x+ sin3x+ . . .+ sinnx)
Lewa strona jest sum¡ n kolejnych wyrazów ci¡gu geometrycznego, w którym:
a1 = z ∧ q = z
Zatem: z + z2 + z3 + . . .+ zn = Sn = z · 1−z

n

1−z

z · 1−z
n

1−z = z−zn+1

1−z = cosx+isinx−cos[(n+1)x]−isin[(n+1)x]
1−cosx−isinx = {cosx+isinx−cos[(n+1)x]−isin[(n+1)x]}·[(1−cosx)+isinx]

[(1−cosx)−isinx]·[(1−cosx)+isinx] =
{cosx+isinx−cos[(n+1)x]−isin[(n+1)x]}·[1−cosx+isinx]

(1−cosx)2−(isinx)2 = L
M

M = 12 − 2cosx+ cos2x− i2 · sin2x = 1− 2cosx+ cos2x+ sin2x = 2− 2cosx = 2(1− cosx) =
= (stosujemy wzór : 1− cosx = 2sin2 1

2x) = 2 · 2sin2 1
2x = 4sin2 1

2x

W przeksztaªceniach licznika stosujemy m.in. wzory: 1− cosx = 2sin2 1
2x oraz 1 + cosx = 2cos2 1

2x:
L = cosx− cos2x+ isinxcosx+ isinx− isinxcosx+ i2sin2x− cos[(n+ 1)x] + cos[(n+ 1)x] · cosx− cos[(n+ 1)x] · isinx−
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−isin[(n+ 1)x] + isin[(n+ 1)x] · cosx− i2sin[(n+ 1)x] · sinx = cosx− cos2x− sin2x− cos[(n+ 1)x] + cos[(n+ 1)x] · cosx+
+sin[(n+ 1)x] · sinx+ i · {sinxcosx+ sinx− sinxcosx− cos[(n+ 1)x] · sinx− sin[(n+ 1)x] + sin[(n+ 1)x] · cosx} =
= cosx− 1− cos[(n+ 1)x] · (1− cosx) + sin[(n+ 1)x] · sinx+ i{sinx− cos[(n+ 1)x] · sinx− sin[(n+ 1)x] · (1− cosx)} =
= −(1− cosx)− (1− cosx) · cos[(n+ 1)x] + sin[(n+ 1)x] · sinx+ i{sinx · (1− cos[(n+ 1)x])− sin[(n+ 1)x] · 2sin2 1

2x} =
= −2sin2 1

2x− 2sin2 1
2x · cos[(n+ 1)x] + sin[(n+ 1)x] · sinx+ i{sinx · 2sin2[ 12 (n+ 1)x]− sin[(n+ 1)x] · 2sin2 1

2x} =
= −2sin2 1

2x · (1 + cos[(n+ 1)x] + sin[(n+ 1)x] · sinx+ i{2sinx · sin2[ 12 (n+ 1)x]− 2sin[(n+ 1)x] · sin2 1
2x} =

= −2sin2 1
2x · 2cos

2[ 12 (n+ 1)x] + sin[(n+ 1)x] · sinx+ i{2sinx · sin2[ 12 (n+ 1)x]− 2sin[(n+ 1)x] · sin2 1
2x}

Zatem:
a). sinx+ sin2x+ . . .+ sinnx =

2sinx·sin2[ 12 (n+1)x]−2sin[(n+1)x]·sin2 1
2x

4sin2 1
2x

= {Stosujemy wzór: sin2x = 2sinxcosx}=

=
2·2sin 1

2x·cos
1
2x·sin

2[ 12 (n+1)x]−2·2sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·sin2 1
2x

4sin2 1
2x

=
cos 1

2x·sin
2[ 12 (n+1)x]−sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·sin 1

2x

sin 1
2x

=

=
sin[ 12 (n+1)x]·{sin[ 12 (n+1)x]·cos 1

2x−cos[
1
2 (n+1)x]·sin 1

2x}
sin 1

2x
= {Stosujemy wzór: sin(α− β) = sinαcosβ − cosαsinβ} =

=
sin[ 12 (n+1)x]·sin[ 12 (n+1)x− 1

2x]

sin 1
2x

=
sin[ 12 (n+1)x]·sin( 1

2nx)

sin 1
2x

, co nale»aªo dowie±¢

b). cosx+ cos2x+ . . .+ cosnx =
−2sin2 1

2x·2cos
2[ 12 (n+1)x]+sin[(n+1)x]·sinx

4sin2 1
2x

= {Stosujemy wzór: sin2x = 2sinxcosx}=

=
−4sin2 1

2x·cos
2[ 12 (n+1)x]+2sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·2sin 1

2x·cos
1
2x

4sin2 1
2x

=
−4sin2 1

2x·cos
2[ 12 (n+1)x]+4sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·sin 1

2x·cos
1
2x

4sin2 1
2x

=

=
sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·sin 1

2x·cos
1
2x−sin

2 1
2x·cos

2[ 12 (n+1)x]

sin2 1
2x

=
sin 1

2x·{sin[
1
2 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·cos 1

2x−sin
1
2x·cos

2[ 12 (n+1)x]}
sin2 1

2x
=

=
sin[ 12 (n+1)x]·cos[ 12 (n+1)x]·cos 1

2x−sin
1
2x·cos

2[ 12 (n+1)x]

sin 1
2x

=
cos[ 12 (n+1)x]·{sin[ 12 (n+1)x]·cos 1

2x−sin
1
2x·cos[

1
2 (n+1)x]}

sin 1
2x

=

=
cos[ 12 (n+1)x]·{sin[ 12 (n+1)x]·cos 1

2x−cos[
1
2 (n+1)x]·sin 1

2x}
sin 1

2x
=

cos[ 12 (n+1)x]·{sin[ 12 (n+1)x]·cos 1
2x−cos[

1
2 (n+1)x]·sin 1

2x}
sin 1

2x
=

={Stosujemy wzór: sin(α− β) = sinαcosβ − cosαsinβ} =
cos[ 12 (n+1)x]·sin[ 12 (n+1)x− 1

2x]

sin 1
2x

=

=
cos[ 12 (n+1)x]·sin 1

2nx

sin 1
2x

, co nale»aªo dowie±¢
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