9.23.

detA =

Ut W =
_ O W

4
0
2

~ DN Ot

2 0 0 3
Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd o$miu mozliwych bedzie wedtug elementéw drugiej
kolumny (bo wystepuja tam dwa zera i suma wszystkich elementéw jest najmniejsza):

3.0 2 145
detA=3-(—1)"*2.| 5 2 7 |4+0+1-(=1)3*2./3 0 2 |+0=-3-(3-2-340:7-242-5-0—2-2-2-0-5-3—3-7-0)—
2 0 3 2 0 3

—(1-0-3+4-2:24+5-3-0-5-0-2—-4-3-3—-1-2-0)=—-3- (18 —8) — (16 — 36) = —3- 10 — (—20) = —30 + 20 = —10

9.24.
05 0 2
8 3 4 5
detA=| - o5 1 4
0 4 0 1

Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd o$miu mozliwych bedzie wedlug elementow trzeciej
kolumny (bo wystepuja tam dwa zera i suma wszystkich elementoéw jest najmniejsza):

05 2 05 2
detA=0+4-(—1)2"3.| 7 2 4 [+1-(=1)*3.|8 3 5 |+0=-4-(0-2:145-4-04+2.7-4—-2.2.0—5-7-1—0-4-4)+
0 4 1 0 4 1

+(0-3-1+5-5-04+2-8-4—2-3-0-5-8-1-0-5-4)=—-4-(56—-35)4+64—40=—4-21+24 =—84+24 =—60

9.25.

detA =

_ = O

b
0
Y

oo 8 L
SO0

1 0 =z
Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd o§miu mozliwych bedzie wedtug elementéw drugiego wiersza
(bo wystepuja tam dwa zera i suma wszystkich elementéw jest najmniejsza):

a b ¢ 0 b c
detA=1-(-1)*>110 v O |+2-(-1)**2.]1 y 0 |[+0+0=—-1-(ayz+b-0-0+¢c-0:0—c-y-0—b-0-2—a-0-0)+
0 0 =z 1 0 =z

+z-0-y-24+40-0-14+¢-1-0+c-y-1=b-1-2—0-0:0) = —ayz — cxy — bxz

9.26.
21 4 3 5 3
56 8 7 4 2
8 9 76 0 0

detA=15 3 5 4 0 0
430000

6 5 0 0 0 O
Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd dwunastu mozliwych bedzie wedtug elementéw szdstej
kolumny (bo wystepuja tam cztery zera i suma wszystkich elementéw jest najmniejsza):

5 6 8 7 4 21 4 3 5
8 9 7 6 0 8 9 7 6 0
detA=3-(—1)*%.1 2 3 5 4 0[+2-(-1)*>.12 3 5 4 0|+0+0+0+0
4 3 0 0 0 4 3 0 0 0
6 5 0 0 0 6 5 0 0 0
Najdogodniejszymi rozwinieciami obu powyzszych wyznacznikéw sposréd dziesieciu mozliwych bedzie wedlug

piatej kolumny obu z nich:

detA=—-3-[4- (-1 +0+0+04+014+2-[5-(=1)t*>.
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Najdogodniejszym rozwinieciem obu powyzszych wyznacznikow (sa takie same) sposrod osmiu mozliwych bedzie
wedlug elementéw trzeciego wiersza:

9 7 6 8 7 6 9 7 6 8 7 6
detA=—3-4-[4-(—1)31.| 3 5 4 [+3-(=1)3%2.| 2 5 4 [|42:5:-4-(=1)31-| 3 5 4 |+3-(-1)3+2.| 2 5 4 || =
50 0 6 0 0 50 0 6 0 0
= —12-[4-(9-5-047-4-546-3-0—6-5-5—7-3-0—9-4-0)—3-(8-5-0+7-4-6+6-2-0—6-5-6—

~7.2.0-8-4-0]+10-[4-(9-5-04+7-4-546-3-0-6-5-5—7-3-0-9-4-0)—3-(8-5-0+7-4-6+
+6-2:0—-6-5-6—-7-2-0—8-4-0)] = (—12+10)-[4- (0+1404+0—150—0—0) —3- (0 + 168 +0 — 180 — 0 — 0) =
2. [4-(~10) — 3 (—12)] = —2- (—40 + 36) = —2 - (—4) = 8
9.27.

76 5 4 4 2

9 7 8 9 3 3

74 97 0 0
detA=1 o 3 6 1 0 0

0056 0 0

006 8 0 0

Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd dwunastu mozliwych bedzie wedtug elementéw szdstej
kolumny (bo wystepuja tam cztery zera i suma wszystkich elementéw jest najmniejsza):

9 7 89 3 76 5 4 4
74970 74970
detA=2-(—1)"6.|5 3 6 1 0 |+3-(=1)>.|5 3 6 1 0|+0+0+0+0
005 6 0 005 60

0 06 80 0 06 80
Najdogodniejszymi rozwinieciami obu powyzszych wyznacznikéw sposréd dziesieciu mozliwych bedzie wedlug
elementow piatej kolumny (w obu przypadkach):

74 9 7 74 9 7
5 3 6 1 5 3 6 1
.13 (_1\145 4 (1145 _
detA=—2.[3-(~1) 00 s g [HOH0H0H0 43[4 (1) 00 s g |TOH0+0+0]
00 6 8 00 6 8
74 9 7 74 97 74 9 7
53 6 1 53 6 1 5 3 6 1
=500 05 6720005 6[7%0 0 5 6
00 6 8 00 6 8 00 6 8

Najdogodniejsze rozwiniecie powyzszego wyznacznika spoéréd osmiu mozliwych bedzie wedlug elementéw drugiej
kolumny (bo wystepuja tam dwa zera oraz suma elementoéw jest najmniejsza):

5 6 1 797
detA=6-[4-(=1)*2.| 0 5 6 [+4-(—1)"*2.| 0 5 6 |+0+0] = —24-(5-5-846-6-0+1-0-6—1-5-0—6-0-8—5-6-6)+
06 8 06 8

+18-(7-5-84+9-6-0+7-0-6—-7-5-0-9-0-8—7-6-6) =—24-(200 — 180) + 18- (280 — 252) = —24-20 + 18 - 28 =
= —480 + 504 = 24

9.28.
2 3 0 0 1 -1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 -1 2 4
dtA=14 ¢ 3 7 § o9
1 10 0 0 0
37 0 0 0 0

Najdogodniejsze rozwiniecie tego wyznacznika sposréd dwunastu mozliwych bedzie wedtug elementéw piatego
wiersza (bo wystepuja tam cztery zera i suma wszystkich elementéw jest najmniejsza):

30 0 1 -1 2 0 0 1 -1

4 0 0 3 7 90 0 3 7
detA=1-(=1".15 1 -1 2 4 |+(=1)-(-1)°2.]4 1 -1 2 4 [+0+0+0+0

8 3 7 6 9 33 7 6 9

70 0 0 O 30 0 0 0

Najdogodniejszymi rozwinieciami obu powyzszych wyznacznikéw sposréd dziesieciu mozliwych bedzie wedlug
elementow piatego wiersza (w obu przypadkach):



0 0 1 -1 0 0 1 -1
0 0 3 7 0 0 3 7
_1q. 541 13 (_1)5H . _
detA=1-[7-(-1) 1 -1 2 4 +04+04+0+0]+1-[3-(-1) 1 -1 2 4 +0+0+0+0]
3 7 6 9 3 7 6 9
0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1
0 0 3 7 00 3 7 00 3 7
=Tl 19 o4 |3 19 4 [Ty gy
3 7 6 9 3 7 6 9 3 7 6 9

Najdogodniejsze rozwiniecie powyzszego wyznacznika sposréd o§miu mozliwych bedzie wedlug elementéw pierwszego
wiersza (bo wystepuja tam dwa zera oraz suma elementow jest najmniejsza):

0 0 7 0 0 3
detA =10-[040+1-(=1)*3.] 1 —1 4 [+(=1)-(-D)"**.| 1 —1 2 |]=10-[(0-(=1)-940-4-3+47-1-7—7-(=1)-3—
3.7 9 3 7 6

~0-1:9-0-4-7)+(0-(~=1)-6+0-2-34+3-1-7=3-(—=1)-3-0-1-6—0-2-7)] = 10- (49 + 21 + 21 +9) = 10- (70 + 30) =
=10 - 100 = 1000

9.29.

a—b m—-n r-—s
detA=1| b—c n—op s—t |=0
c—a p—m t—r
Dodajmy drugi wiersz do pierwszego:
a—c —p r—t
detA=| b—c n—op s—t

c—a p—m t—r

Pomnézmy pierwszy wiersz przez liczbe —1:
c—a p—m t—r
—1-detA=| b—c n—op s—t
c—a p—m t—r
Powyzszy wyznacznik ma pierwszy i trzeci wiersz identyczny, wiec zgodnie z wlasno$ciami wyznacznikéw jest on
réwny 0. Zatem:
—1-detA=0 < detA=0, c.nd

9.30.
a b+ ¢ m

detA=|b c¢c+a m |=0

c a+b m

Dodajmy pierwsza kolumne do drugiej:

a a+b+c m

detA=1b a+b+c m

c a+b+c m

Odejmijmy trzeci wiersz od pierwszego i drugiego:

a—c 0 0

detA=| b—c 0 0

c a+b+c m

Poniewaz w powyzszym wyznaczniku 3z3 mamy podwyznacznik 222 zlozony z samych zer, wiec kazdy iloczyn
wyznacznika 3z3 bedzie rowny 0. A co za tym idzie detA = 0, c.n.d.

9.31.
1 2 3 2
-2 7 5 -1
detA = -1 -5 -3 =2

-6 4 2 -4
-3 3 1 =2
Mnozymy piaty wiersz przez 2 i odejmujemy od wiersza czwartego:
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2 1 2 3 2

3 -2 7 &5 -1
detA=|3 -1 -5 -3 -2

1 0 -2 0 O

2 -3 3 1 -2
Rozwinmy teraz ten wyznacznik wedlug elementéw wiersza czwartego:

1 2 3 3
detA =1-(—1)41 :? _g _‘Z + 04 (=2) - (=1)4+3. _‘Z +0+0
-3 3 1 1 -2
Oznaczmy pierwszy z dwoch powyzszych wyznacznikéw przez detB a drugi przez detC i obliczmy je:
1 2 3 2

—2 7 5 —1
detB = 1 -5 _3 _9

-3 3 1 -2
Dodajmy trzeci wiersz do pierwszego:

0 -3 0 O

-2 7 5 -1
detB = 1 -5 _3 _9

-3 3 1 -2
i rozwinmy ten wyznacznik wedlug elementéw wiersza pierwszego:

-2 5 -1

detB =0+ (=3)-(=1)*2.| =1 -3 =2 [4+0+0=3-[(=2)-(=3)-(=2)+5-(=2)-(=3)+(=1)-(=1)-1—(=1)-(=3)-(=3)—

-3 1 -2
5 (=1) - (=2) = (=2) - (=2)- 1] =3 (=12+30+1+9—10—4) = 3-14 = 42

Teraz obliczmy wyznacznik detC:

2 1 3 2
3 -2 5 -1
detC = 3 _1 -3 _9
2 -3 1 =2
Dodajmy trzeci wiersz do pierwszego:
5 0 0 O
3 -2 5 -1
detC = 3 -1 _3 _9
2 -3 1 =2
i rozwinmy ten wyznacznik wedlug elementéw wiersza pierwszego:
-2 5 -1
detC = 5-(~)H1.| =1 =3 =2 | = 5.[(=2)(=3)-(=2) 45+ (=2)- (=3) +(=1)- (=1)- 1 = (=1)- (=3)- (=3) =5+ (1) (—2)—
-3 1 =2

—(=2)-(=2)-1]=5-(-12+30+149—-10—4) =5-14 =170

Zatem:
detA = —1-detB+2-detC = —1-42+2-70 =140 — 42 = 98

9.32.

detA =

Odejmijmy drugi wiersz ostatniego wyznacznika od wiersza pigtego: detA =

3
-5

-1
-3

4
6
-9
—4
7

-3
5
-3
1
5

[ e

Dodajmy czwarty wiersz do pierwszego: detA =

2
-5
4
-1
2

0
6
-9
—4
1

-2
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-3
1
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Dodajmy trzecia kolumne ostatniego wyznacznika do kolumny pierwszej: detA =

N O R OO
|
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Rozwinmy teraz ostatni wyznacznik wedlug elementéw pierwszego wiersza:
0o 6 2 3

detA=0+40+—-2-(-1)"3. (1) :Z I :g +0+ 0 Pomnézmy czwartg kolumne wyznacznika w $rodku przez liczbe 2
2 1 0 0

i odejmijmy od kolumny drugie;j:
0o 0 2 3

detA = -2 é (1) I :2 Rozwinmy ten wyznacznik wedlug elementéw czwartego wiersza:
2 1 0 0
0 2 3 0 2 3 0 2 3
detA=—2-[2-(-D**| 1 7 =5 |+1-(=-1)**2. 1 7 =5 |= 1 7 =5 |- [-2-(-2+41)]=
0 1 -2 0 1 -2 0 1 -2
0o 2 3
= 1 7 =5|-2=2-10-7-(-2)+2-(-5)-0+3-1-1-3-7-0—-2-1-(-2)—0-(=5)-1]=2-3+4)=2-7=14
0 1 -2
9.33.
1 1 1 0 0
12 3 0 0
detA=10 1 1 1 1
0 1 29 x3 x4
0 z? 23 23 22

1 0 1 0 O
11 3 0 O
Odejmijmy pierwsza kolumne od drugiej: detA=| 0 1 1 1 1 | anastepnie pierwszg kolumne od trzeciej:
0 r1 T I3 T4

2 .2 .2 .2
0 =1 z3 =3 xj

1 0 0 0 O
11 2 0 0
detA=|0 1 1 1 1 |. Najdogodniejszym rozwinieciem tego wyznacznika sposrod dziesieciu mozliwych bedzie
0 r1 Xo T3 X4
0 27 23 23 2%
1 2 0 0 1 2 0 0
. . 141 1 1 1 1 1 1 1 1 .
wedtug pierwszego wiersza: detA = 1. (—1)1*1. +0+0+0+0= . Odejmijmy
Ty T2 T3 T4 Ty T2 T3 T4
x? a3 i i v} a3 a3 ]
pierwsza
1 0 0 0

1 -1 1 1

T $24*2$1 Tr3 X4

2 2% 227 2% 23

tego wyznacznika spo$roéd o$miu mozliwych bedzie wedtug elementow pierwszego wiersza:
-1 1 1

detA=1-(=1)""1 | 29 —221 23 x4 |=—1-23-25+1 24 (23 —222) +1- (29 —221) 23 — 1 23 (23 — 22%)—

x5 — 222 23 23

kolumne pomnozong przez liczbe 2 od drugiej kolumny: detA = . Najdogodniejszym rozwinieciem

—1- (g —2x1) - 23 — (—1) - 24 - 2% = —232% + 2473 — 24 - 223 + X223 — 220125 — X323 + 13 - 207 — wow] + 27123 + 423 =
= 2304(T3 — T4) + Toxa (T2 — T4) + 22124 (g — 1) + T2w3(T3 — X2) + 22123(T1 — T3)



9.34.

ai1 ai,2 a1.,3 a1,2n—2 a1,2n—1 a1.2n
0 a2 az;3 a2.2n—2 a2,.2n—1 0
0 0 a373 ag)gn_g 0 0
detA = . . . N =
0 0 A2n—2,3 2n—2,2n—2 0 0
0  aopn-12 G2n—1,3 A2n—12n—2 (2n—12n—1 0
A2n,1 a2n,2 @2n,3 a2n,2n—2 A2n,2n—1 A2n,2n
az,2 a3 a2,2n—2 a2,2n—1 0
0 as3 as on—2 0 0
_ 141 : : :
=apy- (1) +
0 a2n-2.3 a2n-22n—2 0 0
a2n—1,2 @2n—1,3 2n—1,2n—2 (A2n—1,2n—1 0
a2n,2 a2n,3 a2n,2n—2 a2n,2n—1 A2n,2n
ai,2 a1,3 a1.2n—2 a1.2n—1 a1,2n
a2 a3 a2,2n—2 a2,2n—1 0
0 as,3 az2n—2 0 0
2n+1 ’ ' _
+a2n,1 . (_1) ntl. . ==
0 2n—2,3 (21 —2,2n—2 0 0
a2n71,2 a2n71,3 a2n71,2n72 a2n71,2n71 0
as,3 a3,2n—2 0 0
_ . (1141 . . .
= a1, - lazz - (=1) a2n—2,3 2n—2,2n—2 0 0 +
(2n,-1,3 A2n-12n—2 a2p—12n-1 0
a2n,3 a/2n72n—2 a2n,2n—1 a?n,2n
a3 a2,2n—2 a22n-1 0
a3,3 a3 2n—2 0 0
2n—2+1
+agn_1,2 - (—1)2"2FL. : :
A2n—2,3 (21—2,2n—2 0 0
a2n,3 a2n,2n—2 a2n,2n—1 A2n2n
a3 a2,2n—2 a2,2n—1 0
ag3 as on—2 0 0
In—141
+agn g - (=121 : :
a2n-2.3 a2n-22n—2 0 0
a2n,3 a2n,2n—2 a2n.2n—1 A2n,2n
az,3 a22n-2 a22n—1 0O
as,3 a3.2n—2 0 0
141
=agni - a1 - (1) : 3
a2n-2.3 a2n-2,2n—2 0 0
a2n-1,3 (2n—12n—2 G2n-12n-1 0O
a1,3 a1.2n—2 a1.2n—1 a1.2n
as,3 a3 2n—2 0 0
+aga - (1)t : : +
A2n—2,3 a2n—2,2n—2 0 0
A2n—1,3 A2n—12n—2 G2n—12n—1 0
a1,3 a1,.2n—2 ai2n—1 Qa1.2n
a3 a22n—2  G22n—1 0
2n—1+1 a a _ 0 0
Fagm_19- (—1)2n 11, 3,3 3,2n—2
A2n—2,3 (2n—2,2n—2 0 0
as,3 a3,2n—2 0 0
I=lars-az;z- a2n—2,3 a2n—2,2n—2 0 0 -
a2n—1,3 2n-1,2n—2 02p—12n—1 0
a2n,3 a2n,2n—2 a2n,2n—1 a2n,2n



a2 3
as;3

—ai,1 - ap—1,2 "

+ay1-agne -

a23
as,3
|—[agn,1 - a12 -
a2n—2,3
a2n—1,3

—Q2n,1 022"

+a2n,1 " G2n—1,2

]

I nalezy rozwija¢ w powyzszy sposéb kolejne wyznaczniki az do zaobserwowania prawidlowosci. Na powyzszym kroku
skoricze rozumowanie, bo jeszcze tej prawidlowosci nie widze a zapis macierzowy jest bardzo niewygodny/rozwlekly

a2n—2.3
a2n,3
a2 3
as 3

2n—2,3
a2n,3
a2 2n—2
a3,2n—2

a2n—2,2n—2
A2n—1,2n—2
a3
as.3

a2p—2,3
a2n—1,3
ai,3
az 3
as 3

a2n—23

i utrudnia zauwazenie rozwigzania.

a22n—2 a2,2n-1 0
asz,2n—2 0 0
a2n-2,2n—2 0 0
a2n,2n—2 2n,2n—1 A2n,2n
a2,2n—2 a2,.2n—1 0
a3,2n—2 0 0
21—2,29n—2 0 0
aA2n,2n—2 A2n,2n—1 QA2n,2n
a2,2n—1 0
0 0
0 0
a2n-12n-1 0
a1,2n—2 a1.2n—1 a1.2n
as2n—2 0 0
212,202 0 0
A2n—1,2n—2 G2n—12n—1 0
a12n-2  G12n—-1 Q120
a2,2n—2 a2,2n-1 0
a3 2n—2 0 0
A2n—2,2n—2 0 0




